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Acoplamento entre MEF e RPIMp com enriquecimento
local aplicado a problemas de trinca
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Os métodos numéricos possuem grande aplicação em diversas áreas da engenharia, auxiliando
com a resolução de problemas, nos quais a solução analítica não é facilmente encontrada. Neste
trabalho, a equação diferencial que modela um problema de propagação de trinca, será resolvida
numericamente utilizando um acoplamento entre o Método de Elementos Finitos (MEF) e
o método numérico sem malha conhecido como Radial Point Interpolation Method with
polinomyal (RPIMp) com realização do enriquecimento local na região da ponta da trinca.

Ao avaliar problemas de tensões em peças mecânicas, pode-se aplicar as equações de equilíbrio
[1] para se obter a Equação Diferencial que governa o problema de acordo com a Equação (1).
Aplicando-se as condições de contorno, obtemos a forma variacional ou forma fraca do problema,
Equação (2), para aplicação do método de Galerkin. Pela lei de Hooke, temos que σ = c∇u, em
que c está relacionado ao material e u a função deslocamento.

∇ · σ⃗ + b⃗ = 0. (1)∫
Ω

c∇v · ∇u dΩ =

∫
dΩ

vh dΩ , ∀ v ϵ V. (2)

Para aplicação e acoplamento do MEF e RPIMp, foram utilizadas funções com propriedades comuns
entre os dois métodos, obedecendo a Partição da Unidade, o delta de Kronecker, função de forma
que varia entre 0 e 1 e o somatório das funções na célula de integração ser igual a 1. No MEF,
o domínio Ω de aplicação do problema é subdividido pela formação de elementos que cobrem Ω
[1] enquanto no RPIMp, é discretizado por uma nuvem de elementos [2]. As funções de forma do
MEF e RPIMp são construídas de modo independente e são utilizadas para encontrar a função
aproximação uh dos deslocamentos. A aproximação pelo MEF é dada pela Equação (3), onde são
usadas funções de forma Ni de primeiro grau e a aproximação do RPIMp é dada pela Equação (4),
na qual as funções de forma Ni são definidas a partir de um polinômio p = {1, x, y} e R(x, y) pela
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distância r entre os nós contidos no domínio de suporte da célula de integração, com R = (r2+C2)q,
em que C e q são parâmetros a definir. Neste trabalho, as funções de enriquecimento escolhidas
são monômios e interações entre eles, {

√
r sin θ

2 ,
√
r cos θ

2 , sin θ}, que estão presentes na solução
analítica da ponta da trinca. Assim, o domínio Ω fica dividido em três partes: MEF, RPIMp
e RPIMp com enriquecimento (RPIMpe) e as respectivas funções de aproximação são das dadas
pelas equações:

umef (x, y) = ΣαiN(x, y); (3)

urpimp(x, y) = ΣβjR(x, y) + ΣαiN(x, y); (4)

u(x, y) = umef + urpimp + ue. (5)

A Figura (1) apresenta o erro comparativo do MEF tradicional com a solução analítica e o
erro da aplicação do acoplamento com enriquecimento local na ponta da trinca via RPIMp com
a solução analítica. A peça simulada foi uma placa de dimensões 24x12x1mm com uma trinca
de 3mm. As tensões foram aplicadas nas extremidades da placa. É possível observar na Figura
(1)a que o enriquecimento local é capaz de gerar melhores resultados mesmo com malhas mais
grossas. Além disso, o MEF tradicional apresentou maior dificuldades na aproximação do resultado,
comparado com a solução analítica; na Figura (1)b apresentam-se os deslocamentos na ponta da
trinca. Observe que mesmo com um adensamento muito grande do MEF (17016 nós), o resultado
do RPIMpe (1194 nós) foi superior, pois gerou uma melhor aproximação da solução analítica.

Figura 1: Erro norma L2 e deslocamento na ponta da trinca.

Conclui-se que o enriquecimento local via RPIMp apresenta importantes vantagens sobre o
MEF tradicional e destaca-se: melhor aproximação com poucos nós de liberdade, possibilidade de
mapear as propagações das trincas com maior facilidade e menor consumo computacional. Nas
regiões de ponta de trinca, o RPIMpe mostrou-se superior ao MEF por além de captar bem as
tensões e deformações, ser mais fácil de aplicar as funções de enriquecimento local e não depender
de malha para as propagações.
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