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Uma sequência de polinômios mônicos {Φn}n≥0, onde Φn é de grau n, é ortogonal sobre o
círculo unitário com relação a função peso w em θ ∈ [0, 2π] e z = eiθ, se satisfaz∫ 2π

0

Φn(z)Φm(z)w(θ)dθ =

{
0, se n ̸= m,

k−2
n , se n = m, com kn > 0.

(1)

Estes polinômios satisfazem uma relação, conhecida como relação de Szegő, dada por

Φn(z) = zΦn−1(z)− αn−1Φ
∗
n−1(z), n ⩾ 1, (2)

onde Φ0(z) = 1, Φ∗
n(z) = znΦn(1/z) são os polinômios recíprocos e αn−1 = −Φn(0) são conhecidos

como coeficientes de Verblunsky. Ver, por exemplo, os textos [1] e [2].
Quando uma função peso w, definida em um intervalo real, satisfaz uma equação de Pearson

dada por [σ(z)w(z)]′ = τ(z)w(z), onde σ e τ são polinômios, os polinômios ortogonais na reta real
associados são classificados em clássicos ou semi-clássicos, dependendo dos graus dos polinômios σ
e τ . Se σ tem grau menor ou igual a 2 e τ é um polinômio de grau 1, os polinômios ortogonais cuja
função peso satisfaz a equação de Pearson são chamados de polinômios ortogonais clássicos. No
caso semi-clássico, σ é um polinômio de grau maior que 2 ou τ é um polinômio de grau diferente
de 1, ver [3].

É bem conhecido que polinômios ortogonais clássicos ou semi-clássicos na reta real satisfazem
relações que envolvem derivadas e os próprios polinômios, tais relações são conhecidas como relações
de estrutura. No caso dos polinômios ortogonais no círculo unitário, poucos exemplos de relações
de estrutura são conhecidos.

Neste trabalho consideramos uma função peso w definida no círculo unitário, ou seja, θ ∈ [0, 2π]
e com z = eiθ, que satisfaz a equação do tipo Pearson

d

dθ

[
σ(eiθ)w(θ)

]
= τ(eiθ)w(θ), (3)

onde as funções σ e τ são polinômios de grau no máximo 2 e σ(eiθ) = 0 nos pontos de sigularidade
de 1/w. Ver [4].

Denotando σ(z) = a2z
2 + a1z + a0 e τ(z) = b2z

2 + b1z + b0, mostramos que os polinômios
ortogonais associados a w, que satisfazem (3), nos fornece a seguinte relação de estrutura

σ(z)Φ′
n(z) = Sn,n+1Φn+1(z) + Sn,nΦn(z) + Sn,n−1Φn−1(z) +RnΦ

∗
n+1(z), n ⩾ 2, (4)
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2

onde Sn,n = na1 − a2γn + [ib2 − (n− 1)a2]αnαn−1, Sn,n−1 = (ib0 + na0)(1− |αn−1|2), Sn,n+1 =

na2 + [ib2 − (n− 1)a2]|αn|2

1− |αn|2
, Rn =

(ib2 + a2)αn

1− |αn|2
, γn =

n−1∑
j=0

αjαj−1 e αn são os coeficientes de

Verblunsky.
Como exemplo específico, consideramos uma classe especial de polinômios ortogonais no círculo

unitário com os coeficientes de Verblunsky complexos, apresentada em [5]. Tais polinômios são
ortogonais com relação à função peso

w(θ) = e−ηθ[sin2(θ/2)]λ, (5)

onde η ∈ R, λ > −1/2 e θ ∈ [0, 2π]. Mostramos que estes polinômios satisfazem a relação de
estrutura

(z − 1)2Φ′
n(z) =

(
n− (b+ 1)|αn|2

1− |αn|2

)
Φn+1(z)− (b+ 2n)Φn(z)

(6)

+(b+ n)[1− |αn−1|2]Φn−1(z)−
(b+ 1)αn

1− |αn|2
Φ∗

n+1(z),

para n ⩾ 2, onde b = λ+ iη, z = eiθ e θ ∈ [0, 2π].
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