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Sejam n,q € Z com n > 0 e seja Z; um anel de classe residual médulo g. Chamamos os
simbolos Z, = {0,1,---,q — 1} de alfabeto e os vetores de tamanho n, contidos no espago vetorial
Zyq, de palavras. Qualquer subconjunto nao vazio de Zy ¢ chamado de codigo g—ério. As aplicagoes
destes codigos sao intimeras, um exemplo é o codigo binario. Assim, este trabalho tem por objetivo
utilizar as propriedades obtidas através da soma de conjuntos em grupos abelianos finitos e aplicar
em um problema ja conhecido da literatura, o Problema do Totobola, [3]. Vale observar que os
resultados envolvendo teoria de codigos podem ser encontrados em [4]. J4 os resultados envolvendo
teoria de corpos e nogdes sobre espagos vetoriais podem ser vistos em [1] e [2].

Os estudos a respeito do anel dos inteiros ja estao bem difundidos na matematica, principal-
mente em areas como Andlise Combinatoria e Teoria Aditiva dos Numeros. Em combinatoria
aditiva, por exemplo, os problemas sao classificados como diretos e inversos. Imaginemos dois
subconjuntos contidos nos inteiros da forma A+ B = {a + b;a € AAb € B}. Quando procura-
mos informagoes sobre A + B dados A e B temos um problema direto. Agora, quando buscamos
informagoes sobre A e B a partir de A + B temos um problema inverso.

Apresentaremos, a seguir, alguns resultados que nos permitirdo fornecer alguns limitantes para
a cardinalidade da soma de conjuntos no anel dos inteiros, que forma um conjunto abeliano com a
soma.

Teorema 0.1. Sejam A C Z, A # () e A finito. Considere n = #A e N = #(A+ A). Entao,
2n —1< N < et

Vejamos agora um resultado que fornece um limitante inferior e superior para a cardinalidade
de A+ B.

Teorema 0.2. Sejam A e B subconjuntos de 7 nio vazios e finitos. Considere n = #A, m = #B
e M =#(A+ B). Entio,n+m—1< M < mn.

Em seguida exploraremos alguns resultados envolvendo a soma de conjuntos nas classes residu-
ais. Para isso, consideremos G um grupo abeliano e A e B subconjuntos finitos de G. Denota-se
A+B={g € Glg=a+b;a € ANb € B}. Para todo elemento g € G, definimos o niimero de repre-
sentagoes de g como sendo a soma de elementos de A e B por 74,(9) = #{g9 = a+b; (a,b) € Ax B}.
Ou seja r4,5(g) € o namero de pares ordenados de A x B tal que g = a + b.

Vejamos agora dois importantes resultados que nos fornece um limitante inferior para a soma
de conjuntos A + B.

Teorema 0.3 (Chowla). Sejam m > 2 e A e B subconjuntos nao vazios de Z,. Se 0 € B e
mdc(b,m) =1 para todo b € B néao nulo, entio #(A + B) > min{m,#A + #B — 1}.

freitasgabriel688@gmail.com
?matheusdasilvaxavier@hotmail.com
3irenecraveiro@ufgd.edu.br

010156-1 © 2023 SBMAC



Proceeding Series of the Brazilian Society of Computational and Applied Mathematics. v. 10, n. 1, 2023.

Teorema 0.4 (Cauchy - Davemport). Seja p um ndmero primo e A e B subconjuntos nao vazios
de Z,, entdo #(A+ B) > min{p, #A + #B — 1}.

Assim, tendo em vista o que desenvolvemos até aqui, apresentaremos uma aplicagao da soma de
conjuntos em grupos abelianos. Para isso, apresentaremos um problema conhecido como Totobola.

O Totobola é um jogo de apostas onde o apostador tenta adivinhar os resultados de um deter-
minado nimero de partidas. Cada partida é realizada entre dois times, de modo que o resultado
de cada partida pode ser: 0,1 ou 2. O conjunto de resultados das partidas é chamado de chave,
ou seja, cada aposta representa uma chave.

Na Figura 1 vemos um exemplo de duas apostas distintas: uma de um jogo com 3 partidas e
outra com 2 partidas. Na primeira aposta tem-se: A empata com B; C ganha de D e E perde de
F. Na segunda aposta tem-se: G empata com H e I empata com J.

A-B | G-H
c-D 1
E-F

Figura 1: Exemplo de uma partida de Totobola. Fonte: Autor.

O problema do Totobola consiste em determinar o niimero minimo de apostas d,, que o aposta-
dor deve fazer em um jogo com n partidas para que se garanta pelo menos n— 1 resultados corretos.
Como sao trés possibilidades de escolhas para cada partida, segue pelo principio da contagem, que
o numero de chaves possiveis é 3”. Cada aposta assegura um total de 2n 4+ 1 chaves em que se
acertam pelo menos n — 1 resultados. Portanto, d,, > 3"/(2n + 1).

Agora, considere que ja temos um conjunto de apostas que cobre n — 1 chaves de n partidas.
Para garantir n resultados certos em n + 1 partidas, basta acrescentar um tripla {0, 1,2} a cada
uma dessas apostas, formando um conjunto com trés vezes mais elementos. Assim, vemos que o
nimero minimo de apostas para se garantir n resultados corretos em n + 1 partidas é menor ou
igual do que o triplo de nimero minimo de apostas para se garantir n — 1 resultados corretos em
n partidas. Ou seja, d,+1 < 3d, e dai, d, < 3d,_1. Portanto, 3"/(2n+ 1) < d,, < 3dp_1.

Assim, a partir das ferramentas que exploramos neste trabalho é possivel obter limitantes
inferiores e superiores, tanto nos anéis dos inteiros quanto no anel das classes residuais. Esses
resultados ajudam a compreender e solucionar alguns problemas relacionados a Teoria dos cédigos,
mais precisamente codigos de cobertura, que é uma linha de pesquisa em ascensao. Além disso, a
ideia do trabalho é apresentar uma aplicacao de somas de conjuntos em grupos abelianos por meio
de um problema classico ja explorado, o Problema do Totobola. Este, como fora apresentado, é
modelado por meio de c6digo ternario sobre o corpo Zs, onde a complexidade do problema aumenta
conforme aumentamos o nimero de partidas.
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