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Neste trabalho, a distribuigao de temperatura em um tubo unidimensional, com temperaturas
prescritas nas extremidades, foi obtida numericamente pela técnica de diferencas finitas. Além
disso, uma breve discussao da solugao do sistema linear resultante, utilizando os métodos iterativos
de Jacobi, de Gauss-Seidel e dos Gradientes Conjugados (GC), foi realizada.

Considere a seguinte equagao de advecgao-difusdo (1) unidimensional e transiente:
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que modela a temperatura ¢(z,t) de um escoamento em um tubo unidimensional com velocidade
constante ¢. O fluido apresenta coeficiente de difusdo constante D, Sy é um termo fonte de calor
através da parede do tubo e Q = (0,1) é o dominio unidimensional, cuja fronteira é dada por
00 = {0,1} (ver [2], por exemplo).

No estado estacionario, desprezando-se o termo-fonte e o transporte da temperatura ¢, obtém-
se, na verdade, uma equagao diferencial ordinaria de segunda ordem, mas que pode ser vista como
um protdétipo de uma equagao eliptica unidimensional, descrita por:
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sujeita as condigoes de contorno do tipo Dirichlet dadas por ¢(0) = 0 e ¢(1) = 1. A discretizagao da

equagao (2) pelo método de diferencas finitas centradas [1], aplicado em uma malha de espagamento
h definida por x; = zg +ih, i = 1,--- | N, resulta no sistema de equagoes de diferencas finitas:

1
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em que U; representa uma solucdo aproximada para u(z;). O sistema de equagoes (3) pode ser
escrito na forma de um sistema linear Au = b:
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A matriz A associada a esse sistema linear (4) é esparsa, simétrica, definida-negativa e dia-
gonalmente dominante, que sao propriedades suficientes para garantir a convergéncia da solugao
numérica empregando os métodos iterativos de Jacobi, Gauss-Seidel e Gradientes Conjugados.
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O método de Jacobi, devido a sua simplicidade de implementagao é muito utilizado, contudo,
sua convergéncia pode ser excessivamente lenta. O método de Gauss-Seidel é eficiente e com
convergéncia relativamente lenta [1]. O método GC é um algoritmo que aproveita a estrutura das
matrizes esparsas para obter solugbes mais precisas e com convergéncia mais rapida [2].

A Figura 1 apresenta uma comparacao entre as solugbes numéricas e analitica. Qualitati-
vamente, pode-se observar que o método dos Gradientes Conjugados fornece uma solugao mais
acurada. Embora a matriz A possua boas propriedades, ela é mal-condicionada, fazendo com que
as solugoes para dimensoes altas do sistema linear nao sejam acuradas [2].

1.0 1 — solugao Analitica

* Método de Jacobi

+ Método de Gauss-Seidel

0.81 =+ Método do Gradiente Conjugado

0.6

u(x)

0.4 4

0.2 1

0.0 1

0.0 0.2 0.4 06 0.8 10
X

Figura 1: Solugdes numeéricas na malha de 25 pontos (simbolos) em comparagio com a solugao analitica.

Para uma analise mais quantitativa, a Tabela 1 mostra os desempenhos dos métodos adotados
com respeito ao nimero de condigao da matriz e o erro relativo utilizando a norma—2.

Tabela 1: Erro obtido entre a solugdo numérica e a analitica.

Nuumero de pontos da malha  cond(A) Jacobi Gauss-Seidel GC
10 32,16 5,61 x10710 3,67 x10"1° 1,83 x 1016
25 232,78  2,79x 1079 1,97 x 1079 1,66 x 10716
50 972,44 8,36 x 107? 5,91 x 1072 5,33 x 10716

Conforme os resultados da Tabela 1, de fato, o método dos Gradientes Conjugados é o mais
indicado dentre os comparados quando a matriz envolvida for esparsa, simétrica e definida-positiva
(obtida ao multiplicar o sistema (4) por —1). Segundo a literatura, recomenda-se o uso de pré-
condicionadores, inclusive para o método GC, para tratar melhor o mal-condicionamento da matriz
A em altas dimensdes [1, 2|.
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