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A hipertermia induzida por laser é uma técnica promissora de combate ao câncer, onde o
aumento controlado de temperatura é utilizado para destruir tecidos tumorais. A escolha de parâ-
metros que otimizem os resultados do tratamento pode ser investigada a partir do acoplamento de
modelos de transferência radiativa e de biotransferência de calor [1, 2]. Devido à complexidade do
fenômeno de transferência radiativa, simulações numéricas tendem a ser um desafio mesmo diante
da capacidade computacional disponível atualmente. Neste trabalho, desenvolvemos uma formu-
lação matemática para a resolução precisa e eficiente, em geometria unidimensional, de problemas
de transferência de calor em tecidos biológicos, com particular atenção à transferência radiativa.

Para representar diferentes tecidos, decompomos o domínio em R camadas homogêneas, indi-
cadas pelo subscrito ”r”. Em cada camada, modelamos a absorção de radiação a partir da equação
de transferência radiativa monocromática em estado estacionário [3]
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onde Ir é intensidade, z ∈ (zr−1, zr) é a variável espacial, µ ∈ [−1, 1] é o cosseno do ângulo
polar, βr e σs,r são os coeficientes de extinção e de espalhamento e sr é a função que descreve a
emissão de radiação do meio. A fim de possibilitar diferentes aproximações da função de fase de
espalhamento, utilizamos uma série de polinômios de Legendre truncada, com coeficientes Ar,l e
grau de anisotropia Lr.

Nas interfaces, consideramos a condição de continuidade para a intensidade. Para modelar a
incidência do laser, utilizamos um termo de radiação colimada na fronteira z = 0 [3], de modo que
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para µ ∈ (0, 1], sendo qc e µc a magnitude e a direção do laser, B1 a função que descreve a emissão
de radiação na fronteira e ρs1 e ρd1 os coeficientes de reflexão especular e difusa. Na fronteira z = d,
consideramos uma condição de contorno análoga, excluindo-se o termo de radiação colimada.

Buscando preservar a analiticidade o quanto possível, decompomos a intensidade em uma com-
ponente singular e uma não singular para tratar analiticamente a função delta de Dirac na condição
de contorno (2). Em seguida, derivamos uma expressão analítica na variável espacial para a compo-
nente não singular utilizando o método Analítico de Ordenadas Discretas (ADO) [4]. Para calcular
a distribuição de temperatura resultante nos tecidos, acoplamos a solução obtida para o problema
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de transferência radiativa à equação de biotransferência de calor de Pennes [2], isto é,
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onde Tr é a temperatura, t > 0 é a variável temporal, ρr é a densidade, cr é o calor específico,
kr é a condutividade térmica e qm,r é a fonte de calor devido à atividade metabólica. O subscrito
”b” refere-se às propriedades do sangue, e o termo vb,r corresponde à taxa de perfusão sanguínea.
Utilizando o método de Volumes Finitos [5], aproximamos a solução da equação (3) considerando
interfaces em contato térmico ideal e condições de contorno gerais.

A fim de testar a formulação, consideramos dois problemas com dados realistas, incluindo, em
ambos, casos sem e com a adição de nanopartículas como agentes fototérmicos [1, 2]. No primeiro,
utilizamos os parâmetros da referência [1] para investigar a qualidade da solução do problema
de transferência radiativa para diferentes ordens de discretização da variável angular e diferentes
aproximações da função de fase de Henyey-Greenstein [1]. Aqui, aproximações de baixa ordem
apresentaram resultados superiores ao método P1 [3], e aproximações de alta ordem apresentaram,
com baixo custo computacional, precisão semelhante a do método de Monte Carlo [3]. No segundo
problema, utilizamos os parâmetros da referência [2] para investigar a influência da aplicação de
nanopartículas absorvedoras sobre o tratamento. Nesse caso, os picos de temperatura ao final dos
períodos de aquecimento foram deslocados de tecidos saudáveis para o tumor e ultrapassaram os
42◦C, temperatura suficiente para a ocorrência de hipertermia [2]. Observamos que resultados
numéricos ainda não publicados na literatura, segundo nosso conhecimento, foram obtidos para
ambos os problemas. De modo geral, a formulação se mostrou rápida e precisa em todos os casos
considerados.
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