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Resumo: Apresentamos diversas definicdes de diferencas entre nimeros fuzzy presentes na lite-
ratura: tradicional, Hukuhara, generalizada de Hukuhara, generalizada, CIA e via distribuicdes.
Ezxzemplificamos através de um problema de transmissao direta e comparamos as diferentes abor-
dagens.
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1 Introducao

A diferenga tradicional entre nimeros fuzzy, baseada na diferenga entre intervalos (ou, equiva-
lentemente, definida via extensao de Zadeh) [1], leva em conta todas as possiveis combinagoes
de elementos entre os dois conjuntos. Como resultado, a resposta é sempre maior em termos de
didmetro do que qualquer um dos conjuntos envolvidos na operagao. Assim, a diferenca entre
dois ntmeros nao-crisp é sempre um numero nao crisp e subtrair um numero nao-crisp dele
mesmo nunca é o nimero zero.

O resultado da subtracdo de um nimero nao-crisp A dele mesmo utilizando a diferenga de
Hukuhara (A©g A) [7], por sua vez, é o nimero zero. Porém, entre dois nimeros fuzzy distintos
A e B ela s6 esta definida quando o primeiro termo possui didmetro no minimo igual ao segundo.
Generalizando a ideia dessa diferenca, [8, 9] propuseram a diferenga generalizada de Hukuhara,
que também possui a propriedade A — A = 0 mas estd definida para uma classe maior de pares
de ntimeros fuzzy. Outra generalizagao é a diferenca generalizada [2, 9], que possui os mesmos
resultados que a generalizada de Hukuhara, quando esta existe, mas que esta definida para mais
pares de nimeros fuzzy.

Outra proposta é a CIA (constraint interval arithmetic) [6], que admite uma espécie de
interagao entre os dois nimeros fuzzy envolvidos na subtracao. Também levando em contas as
interagoes, é possivel definir subtragoes entre ntimeros fuzzy utilizando a distribuicao conjunta
de possibilidade (ou pertinéncia) entre os nimeros fuzzy operados [4].

Neste trabalho apresentamos as definigoes de todas as diferencas citadas e analisamos suas
relagoes e apresentamos um exemplo ilustrativo.

2 Conceitos basicos

Nessa secao apresentamos alguns conceitos béasicos e notacao utilizados.

Definigao 2.1. Um subconjunto fuzzy A de U € caracterizado por uma fun¢ao de pertinéncia
pa U —[0,1].
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Como um conjunto classico é definido por sua fun¢ao caracteristica cujo contradominio é
{0,1}, podemos dizer entdo que um conjunto cldssico é um caso particular de um conjunto
fuzzy. Denotamos por F(U) a familia de todos os subconjuntos fuzzy de U.

U serd um espaco topoldgico, a partir de agora.

Definicao 2.2. Seja A um subconjunto fuzzy de U e « € [0,1]. O a-nivel de A € o subconjunto
cldssico de U que € definido por

[Alo ={z €U : pa(x) > a} para 0 < o < 1.

O nivel zero de um conjunto fuzzy A de U € definido como o menor conjunto fechado que contém
o suporte do conjunto fuzzy A, isto é, [Alo ={x € U : pa(x) > 0}.

A familia de todos os subconnjuntos fuzzy de U cujos a-niveis sdo nao-vazios, compactos e
convexos serd denotada por F¢(U).

Definigcao 2.3. Um subconjunto fuzzy A € dito ser um numero fuzzy quando o conjunto universo
no qual pa esta definida, € o conjunto dos niumeros reais R e satisfaz:

i. todos os a-niveis de A sdo intervalos fechados e nao vazios de R;
ii. {x €U :p,(x) >0} éum conjunto limitado.
A familia dos nimeros fuzzy coincide com F¢(R).

Definigao 2.4. Uma t-norma T é qualquer operagdo bindria T : [0,1] x [0,1] — [0, 1] que possui
as sequintes propriedades:

1. elemento neutro: 1Tx = x;

2. comutativa: 1Ty = yTz;

3. associativa: T (yTz) = (2Ty)Tz;

4. monotonicidade: se x < u ey < v, entdo zTy < ulv.

O principio de extensao de Zadeh é uma importante ferramenta amplamente empregada para
estender fungoes com valores Uinicos para funcgoes com valores em conjuntos fuzzy. A definicao
a seguir é uma definigdo mais geral, que tem a extensao de Zadeh como caso particular quando
a t-norma é a do minimo.

Definigao 2.5. (Principio de extensao sup-T) Sejam f uma fungdo tal que f:U xV — Z e,
A e B subconjuntos fuzzy de U e V', respectivamente. Uma extensdo de f via T € a fungdo f

que, aplicada a A e B, fornece o subconjunto fuzzy f(A, B) de Z, cuja fungao de pertinéncia é
dada como seque

sup T(pa(u), up(v)) se f~1(z) #0
(=)

0 se fHz)=10
sendo f~1(2) = {(u,v) : f(u,v) = 2} denomina-se pré-imagem de z.

Os conceitos a seguir sao provenientes da teoria de possibilidades e serao utilizados para
definir diferenca interativa entre ntimeros fuzzy.

Definicao 2.6. Uma distribui¢ao de possibilidade sobre Q@ # ¢ é uma fung¢ao p: Q — [0,1]

que satisfaz sup p(w) = 1.
weld
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Definigao 2.7. Sejam A e B nmimeros fuzzy e C € Fe(R?), entdo uc € uma distribuicao de
possibilidade conjunta de A e B se

glgguc(x,y)zm(x) e maxuc(z,y) = pp(y)-

Além disso, pa e pp saGo chamadas distribuicées marginais de C.

A Definicao 2.5 pode ser estendida para casos mais gerais considerando-se distribuigoes de
possibilidade conjuntas, das quais as t-normas sao casos particulares.

Definigao 2.8. Seja C' uma distribuicao de possibilidade conjunta com distribuicoes de possi-
bilidades marginais pa e pup, e seja f : R2 — R uma funcdo continua. Se A e B sao nimeros
fuzzy completamente correlacionados, entdo a extensdo de f via C € a funcao fo cuja funcdo
de pertinéncia € dada por

sup po(x,y) se fH(z)#0
y:f(x7y)
Hfo(A,B) (2) =

0 se f7l(z) =0,
sendo f~(z) = {(z,y) : f(z,y) = z}.

Teorema 2.9. [3] Sejam A, B € F(R) numeros fuzzy completamente correlacionados, seja C
sua distribuicdo de possibilidade conjunta e f : R? — R? uma funcdo continua. Entdo,

[fC’(Av B)]a = f([C]oc)'

Definigao 2.10. Dois niumeros fuzzy A e B sdo declarados completamente correlacionados se
existem q,r € R, com q # 0, tais que sua distribuicao de possibilidade conjunta € definida por

pe(z,y) = MA(x)X{qx—H”:y} (z,y) = uB (y)X{qx-H‘:y} (z,9) (1)

sendo que Xigpyr—y)(2,y) € a fungdo caracteristica da reta {(z,y) € R?: gz +r = y}.

3 Diferencas entre nimeros fuzzy

A seguir apresentamos diversas maneiras presentes na literatura de realizar a diferenca entre
dois nimeros fuzzy.

Definicao 3.1. Suponha A e B dois nimeros fuzzy de R. Seja f : R? — R definido como
flz,y) = x —y, isto €, o operador subtracao. A diferenca tradicional entre dois nimeros fuzzy
¢ o numero fuzzy f(A, B) = A — B, cuja fung¢ao de pertinéncia é dada por

supmin [pua(z), pp(y)] se ¢(z) # 0
H(A—B) (Z) = #(2) ’ (2)
0 se ¢(z)=10

sendo ¢(z) = {(z,y) 1z —y = z}.
Proposicao 3.2. Sejam A, B nimeros fuzzy com a-niveis dados, respectivamente, por [a,,al]

e [b,,br]. Entao a diferenca tradicional entre dois nimeros fuzzy A e B é o niimero fuzzy A— B

cujos a-niveis sao dados por

[A— Bla = [ag — b, al —b7).

ar o «
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Defini¢ao 3.3. Sejam A, B nimeros fuzzy e f(x,y) = x —y o operador subtragdo, entao a
extensao sup —1 do nimero fuzzy A — B € obtida pela sequinte funcdo de pertinéncia

pa-B(z) = igly)T(uA(x), nB(y)), z € R.

Observacao 3.4. Se na Definigao 3.3 a t-norma utilizada for o minimo, a diferenca resultante
¢ a mesma que a diferenca tradicional.

Assim como a Definigdo 2.8 de extensdo via distribui¢do conjunta generaliza o conceito de
extensao via t-norma que por sua vez generaliza a extensao de Zadeh (que é o caso particular
em que a distribuigao é dada pelo minimo), a defini¢ao de diferenga via extensao com a t-norma
do minimo pode ser generalizada pela diferenga com t-normas mais gerais que por sua vez sao
casos particulares de distribuicoes conjuntas. A seguir definimos esta tltima diferenca.

Definicao 3.5. Suponha A e B dois nimeros fuzzy de R. Seja f : R? — R definida por
f(z,y) =z —y, isto €, o operador subtrag¢io. A diferenca via distribuicdo conjunta C' entre dois
numeros fuzzy € o numero fuzzy f(A, B) = A — B, cuja fun¢ao de pertinéncia é definida por

sup C(z,y) se ¢(z) # 0
fa—,B)(2) = ¢ ; (3)
0 se ¢(z)=10
sendo ¢(z) = {(z,y) v —y = z}.
Definigao 3.6. [/ A subtracao de dois nimeros fuzzy completamente correlacionados A e B é
definida por
pa-cB(z) = sup pco(z,y).

z=x—Y

Isto €, ,uAch(Z) = Ssup ,uB(y)X{qx+r:y}(mvy)'

z=x—Yy
Assim, para todo « € [0,1], temos [A —¢ Bloa = (¢ — 1)[Bla + -

Observacgao 3.7. A soma de dois ntimeros fuzzy completamente correlacionados A e B é dada
por [A +c B]oz = (q + 1)[3]04 + .

Proposicao 3.8. Dados dois numeros fuzzy A e B completamente correlacionados tais que
[Ala = q[Bla + 7, a diferenca A —¢ B possui a sequinte expressdo

i (g —1)by, (¢ —1)bf]+r seq>1
[A—cBla=14 ii. [(g—1bL,(¢g—1bg]+r se0<qg<1
iwi. [(g— Dbt +r,(¢—1)by +r] seq<O.

Em [5] propos-se uma aritmética que considera dependéncia entre niimeros fuzzy, denominada
CIA (constraint interval arithmetic). Para tanto ele redefiniu intervalos como funcées com
valores reais, isto é, um intervalo [a~,a*] é dado pela funcdo A’ (a=,at, a) = {a:a = (1 -
Aa)a” +gat,0 < Ay <13,

Definigao 3.9. A subtracio entre dois intervalos A= [a~,a"]| e B = [b",b"] é dada por
A—ca B={[(1=Xa)a” +xaa™] = [(1 =AB)b~ + AgbT],0<As <1,0< Ag < 1}.

Lodwick em [6] estendeu essa ideia para o caso fuzzy, baseando-se na afirmacao que aritmética
de nimeros fuzzy é equivalente a aritmética de intervalos em cada a-nivel.

Definigao 3.10. A subtragdo entre dois nimeros fuzzy A e B € definida em niveis por
[A =i Bla = {[(1 = A)ag + Aaad] = [(1 = Ap)by + Apba],0 <Ay < 1,0 < Ap <1}
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Observacao 3.11. No caso em que os dois nimeros fuzzy sao o mesmo

A—cnAla = {[(1=Ma)as +Aaat]o[(1— Aa)ag + Aaat],0 < Aq < 1}
= {0}

ou seja, A —cia A = {0}.

Defini¢ao 3.12. Dados dois nimeros fuzzy A, B a diferenca de Hukuhara (H-deferenca) A Op
B =C ¢é o numero fuzzy C tal que A= B+ C, se ele existir.

Definigao 3.13. [8, 9] Dados dois numeros fuzzy A, B a diferenca generalizada de Hukuhara
(diferenca gH) A ©gg B = C € o nimero fuzzy C, se ele existir, tal que (i) A= B+ C ou (i)
B=A-C.

Definicao 3.14. [2, 9] Dados dois nimeros fuzzy A, B a diferenca generalizada (diferenca g)
A©y B =C € o nimero fuzzy C, se ele existir, com a-niveis

[Ae, B a—clU Alg ©gm [Bls),Va € [0, 1],
B>a

onde a diferenca gH (S41) € acerca dos intervalos [A]g e [Blg.

4 Resultados e Aplicacoes

A seguir faremos as comparacgoes entre as diferencas fuzzy mas antes definiremos a seguinte
notacao: Xdiferenga é o conjunto de pares de numeros fuzzy tal que a diferenga entre eles
existam.

Diametro das diferencas:

o diam([A &y Bla) < diam([A —1 Bla) < diam(]A — Bla);
o diam([A Sy Bla) < diam([A —1 Bls) < diam([A — Bla);
o diam([A 6y Bla) < diam([A —1 Bla) < diam([A — Ba);
o diam([A —; Bla) < diam([A — Bla):

o diam([A —¢ Bla) < diam([A — Bla);

e diam([A —cis Bla) < diam([A — Bl).

Existéncia das diferencas:

® X, iadicionals Xcia, X7, X e Xo equivalem a Fe(R) x Fe(R), ou seja, nesses casos a diferenca
entre dois numeros fuzzy sempre existe;

L4 XT g Xtradicional;

XCIA C Xtradicional;
e Xo CXjC Xy
o Xy C Xyu C Xy C X7 e as diferengas H, gH e g nem sempre existem;

Observagao 4.1. Note que a existéncia da diferenca via distribuicGes conjuntas é determinada
pela existéncia da mesma.
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Diferencas via distribuicao Diferencas baseadas em
conjunta J aritmética intervalar

se a t-norma é a do minimo

Tradicional <€

> tnomaT © em [Al,=q[Bly*r. g<0

generalizada g <¢—]
gen. de < |
Hukuhara gH

em [A],=q[B],tr, se A-B, g<0
ese A-A, q=1

em [Afy=q[B]gtT,

Compl. 1.C
—>» Compl. corre 450

CIA <«

Igualdade no resultado das diferengas sob as condi¢des mencionadas.

Figura 1: Relagoes entre diferengas definidas via distribugao conjunta e diferengas baseadas em aritmética
intervalar. As linhas pontilhadas significam igualdade nos resultados das subtragdes entre dois nimeros
fuzzy, considerando-se as hipéteses mencionadas.

Como na diferenga completamente correlacionada temos

i [ag —by.af —bf]  seq>1
[A—c¢Bla={ . [af —bf,a5 —b;] se0<qg<1
iti. lay, — b, at —b)] seq<0

sabemos que se ¢ > 1 a diferenca C' é a diferenca de Hukuhara, se ¢ > 0 a diferenca C' é
a diferenca generalizada de Hukuhara e para ¢ < 0 a diferenga C é a diferenca tradicional.
Comparando essa diferenca com a CIA, notamos que elas sao equivalentes se e somente se ¢ = 1
quando calculamos A —¢ A e ¢ < 0 se computamos A —¢ B.

Considere um modelo epidemioldgico de transmissao direta com dois compartimentos sus-
cetivel-infectado, por exemplo SI ou SIS sem dinamica vital. Dessa forma, a proporcao
de suscetiveis () somada a proporgao de infectados (I) é igual a 1, isto é equivalente a,
I; = 1— S, Vt. Suponha que S seja um nidmero fuzzy triangular (a;b;c), onde fixado t te-
mos, [Sila = [s5,st]=[(b—a)a+a,(b—cla+c,0<a<b<c<l.

Calcularemos I3, utilizando cada umas das diferencgas entre 1 e S; dadas na se¢ao anterior.

e Se S; e I; sdo nao interativos a diferenca entre eles é dada de forma tradicional: [[], =
[1 - S(Jxrv 1- 8&]'

e Se a diferenca é dada por T-normas (diferentes da 7-norma do minimo), ou seja Sy e I7
interativos, teremos [Igla = Ur p>allle — [Siy, a € (0,1].

e Se S; e I; sdo completamente correlacionados, temos que [[f]q =1 — [Sila, com g = —1 e
r=1,dal [[{]o = [1 — s&,1—s,]. Neste caso [[f]o +¢ [Sfla = 1.

e A diferenca de Hukuraha nédo existe, pois ndo temos didmetro crescente. Por outro lado,
as diferengas ©g4 e Ogpy, sdo tais que [[f]o = [1 — s}, 1 — s ]a-

e Agora se utilizarmos a (—cys ), obteremos [I7], = {1 — [(1 — Ag)s;, + Ast],0 < \g < 1}=
{1-[1=Xs)((b—a)a+a)+ A((b—c)a+)],0 < Ag < 1} que é equivalente ao nimero
triangular (1 —¢;1 —b;1 — a).

Em suma, do ponto de vista de coeréncia, a diferenga que melhor representa o modelo ST é

a diferenca completamente correlacionada, pois sé nesse caso, S + 1 = 1, que vem de encontro
com a hipétese de nao haver dinamica vital.
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