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Equações Diferenciais Fracionárias com Ajuste Dimensional
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A modelagem matemática pode ser vista como o ato de descrever a realidade por meio de
equações matemáticas, destacando-se a modelagem de fenômenos via equações diferenciais, as
quais relacionam uma função e suas derivadas por meio de uma equação e possuem aplicações em
diferentes áreas, como na física, ao modelar o movimento de uma massa presa a uma mola, na
biologia, ao modelar a competição entre espécies [1], na farmacologia, ao modelar a farmacocinética
de um medicamento [2], dentre outras. Em geral, quanto mais próximo da realidade, mais complexo
é o modelo, e desta forma, alguns parâmetros acabam sendo negligenciados na modelagem do
problema. Diante disso, o cálculo fracionário, fortemente relacionado ao efeito memória, tem
desempenhado importante papel, pois na maioria dos casos permite obter resultados mais refinados
do que o cálculo de ordem inteira [3]. A maneira canônica de se utilizar a modelagem fracionária
é substituindo a ordem da derivada na equação diferencial por uma ordem arbitrária menor ou
igual à do modelo original, o que pode gerar inconsistências físicas, principalmente se as unidades
de medida da equação diferencial forem preestabelecidas [3–5]. Neste sentido, em alguns trabalhos
[3, 4, 6, 7] os autores apontam para a necessidade de um ajuste dimensional na equação diferencial
fracionária, buscando mantê-la com as unidades de medida balanceadas.

Se considerarmos uma equação diferencial de ordem n

F

(
t, f(t), ...,

dnf(t)

dtn

)
= 0, (1)

onde F é uma função de n+2 variáveis, temos que dn

dtn tem dimensão [t]−n, ∀n ∈ N∗. Substituindo
a ordem da derivada por uma ordem arbitrária α ∈ R+,

F

(
t, f(t), ...,

dαf(t)

dtα

)
= 0, (2)

com n − 1 < α ≤ n, temos que dα

dtα tem dimensão [t]−α. Para realizar o ajuste dimensional da
equação (2) podemos inserir um novo parâmetro τ , com dimensão de t, diretamente no operador,
e desta forma, a generalização dn

dtn → [ 1
τn−α

dα

dtα ] terá dimensão [t]−n.
Se tomarmos uma classe mais restrita de equações diferenciais, dadas na forma

dnf(t)

dtn
= kf(t), (3)
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nota-se que a equação possui dimensão [t]−n. Ao considerar a versão fracionária, com n−1 < α ≤ n,

dαf(t)

dtα
= kf(t), (4)

teremos o lado esquerdo com dimensão [t]−α e o lado direito com dimensão [t]−n. Pode-se elevar a
constante k à mesma ordem da derivada, e, desta forma, ambos os lados da equação terão dimensão
[t]−α. Este método se estende naturalmente para modelos mais complexos que (3).

Observa-se que o primeiro método mantém as constantes com as unidades de medidas preesta-
belecidas, e o segundo método contribui para uma equação com dimensão variável. Cabe ressaltar
que a introdução do parâmetro τ traz consigo a necessidade e dificuldade de se determinar um
valor, além da ordem da derivada, para o qual os resultados sejam mais acurados, necessitando de
estratégias computacionais para a otimização dos resultados [4, 7]. Ainda, quando α → 0, uma
constante k tende a τk no primeiro método; já no segundo método, as constantes tendem a 1.

Em resumo, ajustes dimensionais permitem manter a equação fracionária e suas unidades de me-
dida balanceadas, o que contribui para uma melhor interpretação do fenômeno estudado, gerando
resultados ainda mais consistentes. Longe de ser uma discussão fechada, o estudo das unidades
revela questões importantes. Como exemplo, uma taxa de ordem 1 é um tipo de taxa diferente de
uma taxa de ordem 1/2, da mesma forma que, na física, a taxa de ordem 1, velocidade, é diferente
daquela correspondente à ordem 2, a aceleração. Mais que isso, não há transformação conhecida
que possa conduzir o valor numérico de uma ao valor numérico de outra, seja por potências ou
por parâmetros de correção. Assim, os ajustes dimensionais mostrados permitem que as unidades
do modelo sejam balanceadas, mesmo que, ainda, não haja um significado físico preciso para essas
correções, o que aponta para novas pesquisas e diferentes formas de modelagem fracionária.
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