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A análise e projeto de sistemas singulares tem recebido grande atenção na literatura. Uma
das motivações é devida à formulação que aparece frequentemente de maneira natural em vários
sistemas como, por exemplo, na modelagem de sistemas agronômicos e econômicos e na modelagem
de imagens e na robótica [1],[2]. Uma teoria própria para esta classe de sistemas vem sendo de-
senvolvida, pois cada vez mais encontram-se exemplos de sistemas lineares em que a representação
no espaço de estados não se aplica, tendo inclusive, situações em que as matrizes dinâmicas do
sistema são inerentemente retangulares [3]. Quando são desconhecidos os valores assumidos pelos
estados de um dado sistema dinâmico com comportamento aleatório, uma ferramenta de grande
utilidade prática que nos permite obter estimativas a priori e a posteriori destes estados é o filtro
de Kalman [4]. Para sistemas singulares discretos no tempo, tem havido um estudo intenso sobre
filtros de Kalman com aplicações para sistemas regulares onde o filtro de Kalman usual não pode
ser utilizado, um exemplo é quando existem entradas desconhecidas no sistema regular [5]. Dife-
rentes formulações têm sido propostas para a resolução do problema de estimativa recursiva. Em
um contexto puramente singular, pode-se considerar o método dos mínimos quadrados, o critério
da máxima verossimilhança, a estimativa da mínima variância e modelos de inovação tipo ARMA
(autoregressivo com média móvel). Para o espaço de estados usual, a inclusão de incertezas limi-
tadas nos parâmetros do sistema tem levado a várias generalizações do filtro de Kalman [6]. Para
o caso singular, as incertezas são consideradas nas covariâncias dos ruídos [7].

Nesse trabalho é apresentado um estudo do problema de estimativa robusta ótima para sistemas
dinâmicos singulares em tempo discreto. Para tanto, considere o sistema singular estocástico
discreto no tempo dado por:

Ei+1xi+1 = Fixi +Gw,iwi +Gv,i+1vi+1

zi+1 = Hi+1xi+1 + Jixi +Kw,iwi +Kv,i+1vi+1

(1)

sendo, i ∈ N, xi ∈ Rni a variável singular, zi ∈ Rpi a medida de saída, wi ∈ Rmi e vi ∈ Rpi os ruídos
de estado e de medida, respectivamente. A condição inicial x0 ∈ Rn0 é uma variável aleatória tal
que E0x0 tem média F−1x̄0 e covariância P0; wi e vi são variáveis gaussianas, independentes de
x0, com matrizes de covariâncias conhecidas:
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δij ≥ 0 (2)

sendo δij = 1 se i = j e δij = 0 se i ̸= j.
A estimativa filtrada x̂k|k = E {xk | zk, . . . , z0}, considerando {z0, . . . , zk} uma sequência de

medidas, as matrizes Ei, Fi e Hi conhecidas e com dimensões apropriadas; e x̄0 o valor inicial
fixado. Para cada sequência de estados {x0|k, x1|k, . . . , xk|k, xk+1|k}, pode-se definir os seguintes
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erros de ajuste [
Gw,i Gv,i+1

Kw,i Kv,i+1

] [
wi|k
vi+1|k

]
:=

[
Ei+1xi+1|k − Fixi|k

zi+1 −Hi+1xi+1|k − Jixi|k

]
P0|k := E0x0|k − F−1x̄0

Kv,0v0|k := z0 −H0x0|k

(3)

em que as matrizes E0 e F−1 também possuem dimensões aproriadas. Essas matrizes podem
fornecer informações a priori do estado inicial x0 e, usualmente, E0 = F−1 = I.

As estimativas sucessivas ótimas x̂k|k são obtidas a partir do seguinte algoritmo recursivo:

• Passo 1. Condições iniciais: x̂0|0 := r0XX0s
T
0 e P0|0 := −r0XX0r

T
0

• Passo 2. Atualize {x̂k−1|k−1, Pk−1|k−1} para {x̂k|k, Pk|k} da seguinte maneira:

x̂k|k := rkXX−1sTk e Pk|k := −rkXXrTk
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