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Devido a sua vasta aplicabilidade, os polinémios ortogonais tém sido estudados por muitos pes-
quisadores. Possuem varias propriedades como, por exemplo, zeros reais, distintos e que satisfazem
a propriedade do entrelacamento. Além disso, satisfazem uma relacdo de recorréncia de trés termos
da forma

P_1(z) =0,Py(z) =1, Py(z) = (ynx — Bn)Po—1(z) — anPr_2(x),n > 1, (1)

onde v,, B, e a, sao niameros reais com v, > 0 e a,, > 0 para cada n > 1. Mais detalhes e outras
propriedades podem ser vistos em [2].

Dentre os polindmios ortogonais classicos, consideraremos aqui os de Chebyshev de 12, 22
3* e 4% espécies, representados respectivamente por Ty, (x), Up(z), Vi(z) e Wy(z). Sao po-
linémios ortogonais no intervalo [—1,1] em relagdo as seguintes fungoes peso, respectivamente:
wi=1—=2)2 w=1—-2)V2 wyg=1+2) 20 —2)" 2 ews = (1 —2)2(1 +2)" V2
No que se refere a relagao de recorréncia de trés termos, no caso dos polinémios de Chebyshev,
segue que v, =2, 8, =0e ap =1, n > 2, onde Ty(z) = Up(z) = Vo(z) = Wy(z) = 1, Th () = =,
Ui(z) =2z, Vi(z) =2z — 1 e Wi(z) =2z + 1.

Um outro conceito de ortogonalidade que abordaremos aqui é o de polindémios quase-ortogonais
[2].

Definigao 1. Os polinémios quase-ortogonais, denotados por Ry, sao definidos a partir da sequinte
igualdade:

b
/ "R, (2)w(x) dz = 0, (2)

para k=0,1,...,n—1—1r sendo w uma fun¢do peso positiva no intervalo [a,b].

Uma outra forma de representar essa classe de polindmios, em fun¢do de uma familia de po-
linémios ortogonais {P,(x)}, ortogonais no intervalo [a,b] com rela¢do a fungéo peso w, é dada
pela seguinte equagao

Ry (z) = cnoPp(r) + cn1Po1(x) + ... + cpprPror(T) (3)

onde ¢, ;, com i = 1,...,r sdo escalares que podem depender de n e ¢, gcn » # 0.

O objetivo deste trabalho visa mostrar o comportamento dos zeros dos polinémios quase-
ortogonais de ordem no maximo dois relacionados aos polindémios de Chebyshev. Uma das mo-
tivagbes para o estudo da localizagao dos zeros de polinémios quase-ortogonais de grau n esta
relacionado com as féormulas de quadratura positivas com n noés, que é exata para polindomios de
grau 2n —r — 1, 0 < r < n. Mais informagcoes podem ser vistas na referéncia [4].
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Apresentaremos a seguir, alguns resultados a respeito do comportamento dos zeros dos polino-
mios Ry, (x), onde

R, (z) = Po(x) + anPp_1(x) + by Pr—a(x), an, by, € R, (4)

que é um polindmio quase-ortogonal de ordem no maximo dois.
O teorema a seguir apresenta a localizacdo dos zeros de R,(z) nos casos em que b, < ap,
bn = ay, € by, > .

Teorema 1. Sejam y; ., 1 =1,...,n, zeros do polinémio R, (z).

a) Se b, < ayp, Ry(x) tem n zeros reais e distintos tais que Ynn < Tp—1n-1, Tin-1 < Yin <
Ticin—1(t=2,...,m—1), € Ynpn > T1p_1, onde T; n_1, 2 = 1,...,n — 1, representam os
zeros do polinomio P, _1(x).

b) Se b, = ay, Ry(x) tem n zeros reais. Além disso, n — 1 zeros de R, (x) coincidem com os
zeros de P,_1(z).

¢) Se by, > an, R,(x) tem n-2 zeros reais e distintos tal que entre dois zeros de P,_1(x) tem
exatamente um zero de R, (x)(propriedade do entrelagamento).

Demonstragao. Pode ser encontrada em [1]. O

No caso especifico dos polinémios de Chebyshev, «a, = 1. A escolha dos polinémios de
Chebyshev se deve ao fato de que, através de uma mudanga de variavel, podemos construir po-
linbmios auto-reciprocos reais usando uma combinagao linear de polinémios de Chebyshev. Mais
detalhes sobre os polinémios auto-reciprocos reais podem ser vistos em [3].

Desse modo, fica evidente que os polindémios quase-ortogonais possuem caracteristicas proprias
e propriedades similares aos polindomios ortogonais. E os zeros de R, (z), representado pela equagao
(4), encontram-se na reta real de acordo com as condigbes estabelecidas no Teorema 1.
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