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De forma geral, reticulados construidos a partir do homomorfismo canénico ou de suas per-
turbagoes sdo chamados de reticulados algébricos [1]. Existem diversos trabalhos que buscam
construir bons reticulados algébricos e analisar suas propriedades, como por exemplo, reticulados
com boas densidade de centro [1-3]. Neste trabalho apresentamos, a partir de suas matrizes ge-
radoras e de Gram, uma analise de alguns reticulados algébricos construidos em [3], os quais sdo
versoes rotacionadas dos reticulados mais densos nas dimensoes 2, 4 e 8. Veremos que, aplicando o
algoritmo LLL (Lenstra—Lenstra—Lovdsz) na matriz de Gram do reticulado, obtemos uma matriz
de base reduzida, a qual nos possibilita obter o fator de escala ¢ que expressa a proporgao entre
os reticulados e esta associada a razao R entre os volumes dos reticulados. Estes elementos nos
permitem diferenciar as rotagdes obtidas e comparar seus volumes proporcionalmente em relagao
aos reticulados mais densos nas dimensoes consideradas. Apresentamos a seguir algumas anélises
realizadas através de exemplos sendo que a analise completa foi apresentada em |[3].

Sabe-se que o reticulado A5 é o reticulado mais denso na dimensio 2 e que este é equivalente
ao reticulado hexagonal A, [4]. Sejam K = Q(¢3) um corpo de nimeros e Ix = Z[(3] o seu anel
dos inteiro, e considere o reticulado algébrico I's gerado a partir da perturbacao o, a € K, do
homomorfismo canénico aplicada ao ideal U = (—1 + (3)Igx. Em [3] mostramos que I's é uma
versao rotacionada do reticulado As. Analisando esta versao rotacionada através da construcao de
suas matrizes geradora My e de Gram G, com determinantes det(Mz) = 121/3 e det(Gy) = 432,
respectivamente, como det(Gp) = %, segue que

det(Ga) = ¢ - det(Gy) = 432 = ¢* - Z = c=24. (1)

Agora, aplicando o algoritmo LLL na matriz de Gram G5 obtemos uma matriz reduzida V tal que
/ 1 t 1 _%
Gh== V-G -V'=|( ) , (2)
¢ 2

e det(Gh) = 2 = det(Gp), em que G ¢ a matriz geradora de um reticulado equivalente a I';. Além
V3

disso, como o volume do reticulado hexagonal ¢ dado por vol(Ay) = *%5° e o volume do reticulado

Iy 6 vol(T'y) = det(My) = 124/3, temos que a razio

_wol(T'y) 124/3 ol
r= vol(Ag) @ =#=q )
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representa a proporcao entre o reticulado I's e o reticulado hexagonal Ap, sendo esta, dada pelo
fator de escala ¢ = 24. Na Figura 1 apresentamos a comparacao destes reticulados em que a regiao
fundamental do reticulado I'; € 24 vezes maior que a regidao fundamental do reticulado Ag.

Figura 1: Comparagao entre I's e Ay. Fonte: Proprio Autor.

Nas dimensoes 4 e 8 nao é possivel visualizar geometricamente mas podemos ver algebricamente
como se comportam as proporgoes dos volumes dos reticulados construidos em relagao aos reticu-
lados mais densos nestas dimensées. Na dimensao 4, construimos em [3] o reticulado algébrico I'y
gerado, a partir de o,, pelo ideal U = (=1 + (% + (), em que K = Q((12) e Ix = Z[(12], que
¢ uma versao rotacionada do reticulado Dy, o reticulado mais denso na dimensao 4, [4]. Sabendo
que o volume de Dy é vol(D4) = 2 e o volume de I'y é vol(T'y) = det(My) = 18, temos que na

dimensdo 4 a razao R e o fator de escala ¢ estao relacionados por VR = % =,/ % =3=c

Esta relagao representa a proporgao entre o reticulado I'y e o reticulado Dy, ou seja, a regiao
fundamental do reticulado I'y é 3 vezes maior que a regiao fundamental do reticulado D4. Ja
na dimensdo 8, construimos em [3] o reticulado algébrico I'¢ gerado, a partir de o, pelo ideal
U= (1-C(2— (3 — Gy — Sk, em que K = Q(C20) e Ix = Z[(a0], que é uma versio rotacionada
do reticulado Fg, [4]. Sabendo que o volume de Fg é dado por vol(Eg) = 1 e o volume de I's é
vol(Tg) = det(Mg) = 10000, temos que na dimenséo 8 a razdo R e o fator de escala ¢ estdo rela-

cionados por VR = v/ :jgll((;z)) = 10 = ¢. Esta relagao representa a proporcao entre os reticulados

T's e reticulado FEg, ou seja, a regiao fundamental do reticulado I'g é 10 vezes maior que a regiao
fundamental do reticulado FEg.
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