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Neste trabalho, iremos explorar alguns resultados obtidos por Kurt Gödel relacionados à Geo-
metria de Distâncias em uma superfície esférica [1].

Em Geometria de Distâncias, temos que a realização de um dado grafo, com pesos nas arestas,
é uma "representação"de seus vértices em algum espaço euclidiano RK , para algum inteiro K > 0,
de modo que as distâncias euclidianas sejam iguais aos pesos das arestas.

Em 1933, durante um colóquio em que Gödel participava, Laura Klanfer propôs o seguinte
problema [2]: dado um conjunto de quatro pontos afimente independentes no espaço R3, e suas
respectivas distâncias euclidianas, é possível obter um novo conjunto de pontos pertencentes à
superfície de uma esfera, em R3, de modo que as distâncias geodésicas sejam iguais as distâncias
euclidianas entre os pontos do conjunto inicialmente dado? Gödel provou que sim e escreveu
resultados importantes a respeito. Em [3], uma generalização desse resultado foi realizada para
uma dimensão arbitrária K, onde K é um número inteiro positivo.

Seja G = (V,E, d) um grafo simples, conexo e com pesos nas arestas d : E → (0,∞). Considere-
mos ainda que o grafo G é realizável em RK , mas não em RK−1, e uma esfera (K−1)−dimensional
de raio 1

ρ , com ρ > 0, que denotaremos por 1
ρS

K−1. O valor de ρ é tomado de modo a garantir que
para cada {i, j} ∈ E, exista ai, aj ∈ 1

ρS
K−1 tal que α(ai, aj) tenha comprimento igual a dij , onde

α(ai, aj) é a geodésica entre ai e aj . Usando conceitos de trigonometria, temos que o comprimento
de corda do arco α(ai, aj), denotado por cρ(α(ai, aj)), é dado por

cρ(α(ai, aj)) =
2

ρ
sin

(
α(ai, aj)ρ

2

)
. (1)

Usando o fato de que α(ai, aj) = dij , segue que cρ(α(ai, aj)) = cρ(dij) e, assim, obtemos um
conjunto de distâncias euclidianas cρ = {cρ(dij)} para todo dij ∈ d(E). A Figura 1 mostra essas
etapas para K = 3.
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(a) Aresta do grafo G com
seu respectivo peso.

(b) Obtendo cρ(dij)
usando os pontos
ai, aj ∈ 1

ρ
S2 tal que

α(ai, aj) = dij .

(c) Aresta do grafo H com
seu respectivo peso.

Figura 1: Como obter os pesos das arestas do grafo H.

Seja H = (V,E, cρ) um grafo simples, conexo e com pesos nas arestas cρ : d → (0,∞) e
x = {x1, · · · , xK+1} a realização do grafo H em RK . Pode-se provar que existe uma esfera de
raio r que circunscreve a realização do grafo H. Caso as geodésicas α(xi, xj) coincidam com as
distâncias dij , temos que x é a realização de G em rSK−1. A Figura 2 mostra a representação de
um grafo H realizável em R3, onde, em vermelho, temos as cordas cρ(xi, xj) = cρ(dij) e, em azul,
as geodésicas α(xi, xj).

Figura 2: Realização de um grafo H, realizável em R3.

A Figura 2 somente será uma realização do grafo G quando α(xi, xj) = dij . Estamos traba-
lhando na teoria que fundamenta esses problemas e, no momento, já conseguimos desenvolver um
algoritmo que determina o valor de ρ, a fim de garantir que a realização de H seja a realização de
G na esfera e, ao mesmo tempo, gera tal realização.
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