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Resumo: Neste trabalho apresentaremos um estudo do modelo epidémioldgico SIR (Suscetiveis - Infec-
tados - Recuperados), desenvolvido por McKendrick e Kermack em 1927, [3], que refere-se a doencas
onde o individuo adquire imunidade apos curar-se da infeccdo. Utilizando como base os modelos pro-
posto por B. Shulgin et al., [4], no qual utilizam Equagdes Diferenciais para a modelagem de epidemias
com estratégias de vacinagdo, utilizamos o método de aproximacdo de diferengas finitas para frente para
discretizar estes sistemas continuos afim de comparar os resultados e obter novos. Um aspecto impor-
tante da discretizacdo é o ponto de vista distinto para estudar o modelo epidemiologico SIR, que aprova
os modelos continuos e é mais prdtico para aplicar os dados reais.
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Uma das razdes principais para o estudo de doencas infecciosas é melhorar o controle para tentar
erradicd-las. Os modelos podem ser uma ferramenta poderosa nesta abordagem, o que nos permite
otimizar o uso de recursos limitados ou simplesmente direcionar medidas de controle mais eficientes.
Existem vérias formas de medida de controle que funcionam de modo que reduz a quantidade média
de transmissdo entre individuos infecciosos e suscetiveis. Quais estratégia de controle, ou mistura de
estratégias, serdo utilizadas dependerd da doenca, hospedeiros e dimensdo da epidemia [2].

A maioria dos modelos epidémicos baseia-se na divisdo da populacdo do hospedeiro em comparti-
mentos, que sdo definidos levando em consideracdo as caracteristicas ou propriedades fisicas e epide-
mioldgicas de cada doenga especifica. No presente estudo, consideramos as doengas infecciosas que
podem ser modeladas pelo Modelo SIR, introduzido por Kermack e McKendrick, em 1927 [3]. Nele a
populacdo de hospedeiros € dividida em trés compartimentos: Suscetiveis (S), individuos que nio tém
imunidade contra o agente infeccioso; Infectados (I), individuos que foram infectados e que podem trans-
mitir a doenca para individuos suscetiveis; ¢ Recuperados (R), individuos que estdo imunes a infecgao.

Com base no trabalho proposto por B. Shulgin e al., [4], no qual utilizam Equacdes Diferenciais
para a modelagem de epidemias com estratégias de vacinagao, utilizamos o método de aproximacdo de
diferencas finitas para frente para discretizar estes sistemas continuos afim de comparar os resultados e
obter novos. Um aspecto importante da discretizagdo € o ponto de vista distinto para estudar o modelo
epidemioldgico SIR, que aprova os modelos continuos e é mais prético para aplicar os dados reais.

Consideramos as seguintes hipéteses: i) todos os individuos nascem suscetiveis; ii) o tamanho da
populacdo € constante, para isso consideramos as taxas de natalidade e mortalidade constantes e iguais;
iii) os individuos que se recuperam ganham imunididade; iv) a interag@o entre os componentes da-se de
forma homogo6nea; v) nao ha emigracao e imigracdo do ambiente em estudo. Além disso, denotamos
as taxas de natalidade e mortalidade, de contato e de recuperacdo por m, 3 e g, respectivamente, sendo
0 < m,g <lefp > 0,eporp apropor¢io de sucesso da vacinacdo, também com 0 < p < 1.
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Denotamos a reprodutibilidade basal por Ry, onde Ry = m’ig - termo utilizado para designar o nimero

de casos secunddrios da doencas gerados a partir de um caso primdrio. Para o estudo dos modelos com
aplicacdo de estratégias de vacinacdo consideramos Ry > 1.
Neste trabalho, para discretizar as equacdes continuas, vamos utilizar a aproximagado de diferencas
finitas para frente, cuja expressdo para a primeira derivada é dada por
dS(ty) _ S(tj+1) — S(t))

a z M M

onde k é o passo adotado e
k

sendo 77; um ponto entre ¢; € tj1. O termo 7;, como aparece em (2), indica 0 quao boa a aproximagao
estd do problema inicial, sendo chamado erro de truncamento [1]. Utilizamos, para este trabalho, uma
aproximacdo da equacgdo diferencional ignorando o erro de truncamento, ou seja,

dS(t;) _ S(tjv1) — S(t))
e~ k ’
€, como os parametros reais que podem ser obtidos sdo dados em dias, meses ou anos, utilizamos como
passo uma unidade de tempo, k = 1.

A estratégia de vacinacdo constante consiste em vacinar uma porcentagem p de todos os recém-
nascidos, assim, considerando a populag¢do total normatizada para a unidade, ou seja, S; + I; + R; = 1,
a propor¢éo de individuos recém-nascidos suscetiveis diminui para (1 — p)m, enquanto o compartimento
dos individuos recuperados tem um aumento de pm. Deste modo, discretizando o modelo continuo
sugerido em [4], obtemos o seguinte modelo de equacdes de diferengas finitas

)

Sip1 = 8 + (1—-pm -— B1;S; — mS;
Ij+1 = Ij + ﬂIij — ij — ng 3)
Rj-i-l = R]’ + pm + ng — ij,

onde 0 < S, I;, R; < 1 sdo proporcdes de individuos suscetiveis, infectados e recuperados no tempo j,
respectivamente.

A andlise da estabilidade dos pontos de equilibrio para este modelo revela que, se 0 < 8 < 1, assim
como acontece para o modelo continuo, hd uma propor¢dao minima de vacinagdo, denotada p. e dada
por p. = 1 — Rio, que governa a dindmica do sistema da seguinte forma: se p > p., ou seja, a taxa
de vacinacdo for maior que a taxa minima de vacinagdo, entdo o ponto de equilibrio livre de infeccao,
Py = (1 —p,0), é estavel. Para a andlise do ponto de equilibrio epidémico, realizada numericamente,
verificamos que se p < p., ou seja, se a taxa de vacinacgdo for relativamente baixa, entdo o ponto de
equilibrio epidémico P; = (mTJrg, m [% — %D, é estével.

Em vez de vacinar constantemente uma propor¢do extremamente grande de todos os recém nascidos
suscetiveis, o programa de vacinagdo em pulsos propde vacinar uma fracdo p de toda a populacdo de
suscetiveis em um Unico pulso, aplicado a cada 71" anos [4]. Assim, o modelo continuo sugerido pelos

autores € dado por

d o0
dif = m — BIS — mS — p> ST")it—nT)
n=0
“4)
dI
E-B[S—m]—g[7

onde os pardmetros sdo os mesmos ja definidos acima, S(n7'~) = lim S(nT — €) é o niimero de in-
e—0

dividuos suscetiveis imediatamente antes o n-ésimo pulso de vacinagdo e §(t — nT’) € a fungdo Delta de

Dirac, dada por

0,set#nT
o0, se t =nT,

5(t —nT) = { 5)
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oo
com/ (t —nT)=1.

De gordo com Shulgin et al., [4], a estratégia de vacinacdo em pulsos deve ser aplicada sempre
que a populagdo suscetivel, S(t), cresce a um nivel muito préximo do limiar epidémico, S, = R%)' No
“método do limiar”, os pulsos peridédicos podem manter S(¢) abaixo de S, desde que o periodo entre os
pulsos, T, seja mantido abaixo de um valor critico fixado, denotado por Tyx cuja melhor aproximacio

pl v~ Obviamente, quanto maior o periodo entre os pulsos de vacinagdo, menos
¢

€ Tvax = %gﬁ (1
vezes a populacdo € vacinada. No entanto, se este periodo exceder o valor critico, T4, 0 programa de
vacinacao pode ser falho

Para discretizar este modelo, vamos separa-lo em dois casos: i) Quando ¢ # n’I' ndo havera vacinagéo,

entdo a discretizacdo do modelo é dada por:

{Sj—H = 5 + m - BL)S; — mS; ©6)

Ij+1 = Ij + BIJ‘SJ’ - ij - ng.

ii) Quando ¢t = nT', uma proporg¢ao p de todos os individuos suscetiveis é vacinada, de onde obtemos
o seguinte modelo discreto
{ Spr = m  + (1-p)Spr-1 — BlLar—1Spr-1 — mSur—1 7
Iy = Lir—1 + BlLir—1Spr—1 — (m+g)lar-1.

O estudo sobre a estabilidade deste modelo € feito por meio das simula¢des numéricas apresentadas
a seguir.

Consideramos como pardmetros m = 0,004, g = 0,1429, 5 = 0,90 e como condic¢fo inicial
(S0, o) = (0,90, 0,10). Inicialmente, supondo que a cobertura de cada pulso de vacinacdo seja de
10% da populagido e aplicando a vacinag@o com intervalo de 4 dias entre os pulsos, observamos que a
populacdo de individuos infectados torna-se extinta, Figura 1.
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Figura 1: Dindmica entre as populacdes de individuos suscetiveis e infectados considerando m = 0, 004,
g=0,1429, 5 = 0,90, p = 0, 10, (So, Ip) = (0,90, 0,10) e T' = 4. Simulagdo realizada com intervalo
de 150 dias.

Aumentando o intervalo entre os pulsos de vacinagao para 20 dias verificamos, Figura 2, que no ha
extingdo e apds certo tempo a populacio de infectados torna a crescer, entrando em equilibrio epidémico.

DOI: 10.5540/03.2015.003.01.0072 010072-3 © 2015 SBMAC


http://dx.doi.org/10.5540/03.2015.003.01.0072

Proceeding Series of the Brazilian Society of Applied and Computational Mathematics, Vol. 3, N. 1, 2015.

0s T T T T T T
Infectados
oet +  Suscetiveis ||

07w 4

nsar 1

0.4 B

Suscetiveis / Infectados

N

02 B
S // O g g g

*

[INES

+

. 1 i i 1 i
[u} a0 100 150 200 250 300 350 400
Tempo (em dias)

Figura 2: Dindmica entre as populacdes de individuos suscetiveis e infectados considerando como
pardmetros m = 0,004, g = 0,1429, 8 = 0,90, p = 0,10, (So,Ip) = (0,90, 0,10) e T" = 20.
Simulag¢do realizada com intervalo de 400 dias.

Posteriormente, aumentando a cobertura de vacinag¢do no modelo discreto para 40% dos individuos
da suscetiveis da populacdo e aplicando a vacinagdo a cada 20 dias observamos o desaparecimento da
doenca, Figura 3.
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Figura 3: Dindmica entre as populacdes de individuos suscetiveis e infectados considerando como
pardmetros m = 0,004, g = 0,1429, 5 = 0,90, p = 0,40, (So,Ip) = (0,90, 0,10) e T" = 20.
Simulagdo realizada com intervalo de 250 dias.
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Mantendo a propor¢do de vacinagdo, p = 0, 40, e alterando o intervalos entre os pulsos para 35 dias,
Figura 4, observamos que a populacdo de infectados comega a oscilar apos determinado tempo e ndo é
extinta.
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Figura 4: Dindmica entre as populacdes de individuos suscetiveis e infectados considerando como
pardmetros m = 0,004, g = 0,1429, 8 = 0,90, p = 0,40, (So, lo) = (0,90, 0,10) e T" = 35
Simulag¢do realizada com intervalo de 350 dias.

Como demonstrado para o modelo continuo, para o modelo discreto SIR com vacinacdo em pulsos
também existe um intervalo de tempo maximo que garante a estabilidade das solucdes. Caso o intervalo
entre os pulsos de vacinacio seja maior que este Ty calculado nao ha extincdo da doenca. Além disso,
a aproximacao para a expressdo do Ty.x também € valida para o modelo discreto. Assim, verificamos

que mantendo o periodo entre os pulsos de vacinag¢do abaixo do periodo maximo Typx = T{’L—% ﬁ,

sugerido para o modelo continuo por Shulgin et al., [4], obtemos o equilibrio livre de infec¢do para o
modelo discreto com vacinag@o em pulsos.

A programacao de modelos discretos € mais simples do que para modelos continuos, deste modo a
discretizacdo dos problemas continuos facilita sua programacdo e simulacdo gréfica, o que resulta em
um menor gasto computacional. Realizando uma discretizacdo dos modelos epidemioldgicos continuos,
verificamos que os resultados encontrados para os modelos discretos sdo muito proximos aqueles en-
contrados para os modelos continuos. Assim, apesar da aproximagao feita, o erro de truncamento nao
afeta o resultado esperado. Para um trabalho futuro, reduziremos o passo de discretizacdo, que foi de
uma unidade de tempo, para tentar eliminar a hipdtese extra necessaria para garantir a estabilidade no
modelo com vacinagdo constante, 0 < 5 < 1, e coletaremos dados reais, de campanhas de vacinacéo,
afim de aperfeicoarmos e validarmos estes modelos. Considerando esta validagdo, poderemos fazer pre-
visdes sobre a evolugdo de determinada epidemia com mais facilidade e montar estratégias de vacinagao
capazes de gerar economia de recursos.
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