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As distribuições de probabilidades do tipo fase são basicamente formadas por uma convolu-
ção ou mistura de distribuições exponenciais, podendo ser observadas como uma representação do
tempo até a absorção numa cadeia de Markov e sua grande vantagem é ter propriedades analíticas
que podemos manipular facilmente [1]. Estas distribuições são usadas em diversas áreas de mode-
lagem estocástica, como em bioestatítica, telecomunicações, confiabilidade de sistemas, análise de
desenpenho de redes de computadores, etc.

Definição 0.1. Um Processo Estocástico {X(t),t ∈ T} é uma coleção de variáveis aleatórias
indexadas a uma variável (normalmente a uma variável de tempo). Aos valores que X(t) pode
assumir chamamos de estados e ao seu conjunto E chamamos de espaço de estados.

Como exemplos podemos citar os casos abaixo:

i. X(t) representa o estado de uma máquina (ligada/desligada) no fim de um dia t;

ii. X(t) representa o número de mortes de uma infecção no instante t.

Pode-se notar como no item (i) que em alguns casos o tempo é considerado de forma discreta.
No entanto, em geral a variável tempo é por definição, uma variável contínua. As cadeias de
Markov formam um ramo importante dos processos estocásticos [2].

Definição 0.2. Um processo estocástico X(t); t ∈ R+ é uma cadeia de Markov a tempo contínuo
com espaço de estados E(enumerável) se para qualquer t, s ≥ 0 e j ∈ E:

P{Xt+s = j/Xu;u ≤ t} = P{Xt+u = j/Xt} (1)

Definição 0.3. Uma variável aleatória positiva e contínua X possui distribuição de probabilidade
do tipo fase, definida em [0,∞), se e somente se, X pode representar o tempo até a absorção numa
Cadeia de Markov a tempo contínuo com espaço de estados discretos E = 1, 2, ...,m + 1, onde os
estados 1, 2, ...,m são transitórios (Pt(i, j) > 0) e o estado m+ 1 é absorvente (Pt(j, j) = 1).

Em [3] temos que a hipótese de m estados transitórios e um absorvente é verificada se e somente
se a matriz Λ é não singular e que, sob esta hipótese, dado o vetor [P0, p0a] a distribuição de
probabilidades FPH(t) do tempo até a absorção no estado m+ 1 é dada para t ≥ 0 por:

FPH(t) = 1− P0 exp(Λt)1m (2)

As distribuições exponenciais, hiperexponenciais, de Erlang e de Cox são casos especiais de
distribuições do tipo fase e um exemplo clássico é a distribuição de Erlang que possui para t ≥ 0
e m > 0 inteiro a função densidade de probabilidade dada por:
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f(t) =
λm

(m− 1)!
tm−1exp(−λt) (3)

O exemplo dado reflete o comportamento da Distribuição do Tipo Fase de Erlang e aproxima
as probabilidades semanais de COVID-19 (mortes semanais divididas pelo total de mortes no
período) na primeira onda da pandemia no Brasil, o que equivale a dados da semana que inicia
no dia 15 de março e termina em 08 de novembro de 2020. Os dados foram coletados no site
da Organização Mundial de Saúde [4] que disponibiliza mortes de COVID-19 de diversos países
do mundo. Para calcular os parâmetros segundo [5] existem métodos eficientes como o método
da máxima verossimilhança ou o método dos momentos. Para este trabalho foi usado o pacote
(NonlinearModelFit) no software Wolfram Mathematica versão 13.2 que possui um conjunto de
métodos padrões automáticos que inclui método do Gradiente, Newton, Pontos Interiores e etc.

Figura 1: Distribuição de Erlang com 3, 5 e 7 estados. Fonte: autor.

Podemos perceber que como a Distribuição de Erlang é assímetrica tende a aproximar bem
as curvas de uma pandemia, denominadas curvas pandêmicas. Analisar esses tipos de curvas
permitem tomar decições e avaliar uma das situações mais importantes durante uma pandemia: a
eficácia de medidas de contenção do vírus [6].
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