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Algebras de Jordan Formalmente Reais e Cones Simétricos.
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Neste trabalho buscaremos apresentar as nocoes sobre Algebras de Jordan formalmente reais
e sua relagdo com cones simétricos. Usaremos a definicdo de édlgebra sobre um corpo a partir
de um espago vetorial e depois mostraremos algumas defini¢oes importantes sobre o tema para
condicionarmos o entendimento da aplicagao baseada em [1], [2] e [3].

Definigao 0.1 (Algebra Sobre um Corpo K). Seja A um espago vetorial sobre um corpo K onde
estd definida uma operagdo - que satisfaz, para todo x,y € A e a € K,

vyt =Tyt (1)
(z4y)-z=x-24+y-z (2)
a(z-y) = (ax) -y =z - (ay). ®3)

Nestas condigoes, A é dita uma K-dlgebra ou simplesmente uma dlgebra.

Dizemos que A sera uma algebra associativa se seu produto for associativo assim como A sera
comutativa se seu produto for comutativo.

Definigao 0.2 (Algebra de Jordan). Uma K-dlgebra J ¢ dita Algebra de Jordan se seu produto
satisfaz a condi¢io de comutatividade xy = yzx, para todo x,y € J, e também satisfaz o que
chamamos de identidade de Jordan, dada por

(2*y)z = 2*(ya), (4)
para todo x,y € J.

Entre as classificagoes de algebras de Jordan, trabalharemos em cima de uma em particular
que sdo as Algebras de Jordan Formalmente Reais.

Definigao 0.3 (Algebras de Jordan Formalmente Reais). Uma dlgebra de Jordan é formalmente
real se

I%+...+xi:0:}xlz.‘.:xn:07 (5)
para x; pertencentes a dlgebra de Jordan.
Quando lidamos com uma algebra B nao associativa, podemos definir um novo produto cha-

mado produto de jordan dado por

x®y=%(w~y+y-x) (6)
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onde x,y € B e - esta representando o produto usual de B.
Chamamos uma algebra de Jordan J formalmente real de JH-algebra se ela for um espago de
Hilbert onde o produto interno é associativo. Podemos encontrar mais classificagoes em [2].

Definigao 0.4 (Algebras de Jordan Euclidianas). Dada uma dlgebra de Jordan J onde estd de-
finido em seu espago vetorial um produto interno < .,. >. Chamamos J de dlgebra de Jordan
Euclidiana se

<z-y,z>=<umzy-z>Vr,y,2€J. (7)

Definicao 0.5 (Cones em um Espago Vetorial). Se V' € um espago vetorial, um subconjunto C
nao-vazio € um cone em V se C+C C C e aC C C para todo o > 0.

Diremos que um cone ¢ aberto se C' for um conjunto aberto. Mais precisamente, usaremos o
fato de que se C' é aberto, entao intC = C, onde C' é o fecho de C.

Definicao 0.6 (Cones Simétricos). Se V' é um espago de Hilbert com produto interno, um cone
aberto Q em V é dito simétrico se apresenta Autodualidade, isto é, Q = {v € V/{v,z) > 0,Vz €
Q —{0}}, e Homogeneidade, ou seja, dados x,y € ), existe um isomorfismo continuo g : V — V
tal que g(x) = y.

Em dimensdes finitas, o interior de um cone da forma {z?/x € J} em uma algebra de Jordan
é sempre simétrico. Além disso, veremos também que se J é uma élgebra de Jordan formalmente
real de dimensao finita, entdo C' é um cone convexo aberto regular autodual pontiagudo homoge-
neo, ou seja, a categoria de cones convexos aberto autoduais regulares homogéneos pontiagudos é
equivalente a categoria de algebras de Jordan formalmente reais de dimensao finita. Como vemos
em [1], podemos relacionar o estudo de cones simétricos com uma &lgebra nao associativa sobre os
reais.

Por definicao, uma algebra de Jordan é dita simples se seus tnicos ideiais possiveis sao os ideais
triviais e um cone simétrico é dito irredutivel se nao é o produto direto de dois ou mais cones
simétricos. Em [1] vemos que um cone simétrico ¢ irredutivel se e somente se a algebra de Jordan
Euclidiana associada for simples. Uma &algebra de Jordan euclidiana se decomp6e como uma soma
direta de ideais simples e um cone simétrico se decompoe como uma soma direta de cones simétricos
irredutiveis.

A aplicagao de algebras de Jordan na Mecanica Quantica se d4 em representar observéveis
através de operadores hermitianos, essa representacao ¢ feita termos dos cones simétricos - a menos
de isomorfismo, os cones simétricos irredutiveis dividem-se em quatro familias dos chamados cones
classicos juntamente com um outro cone que se diz ser excepcional.

Uma outra grande descoberta sobre as algebras de Jordan é que podemos usa-las em uma
decomposicao espectral para cones simétricos aplicados em programagcao nao linear, mais detalhes
podem ser vistos em [3]. Focaremos em usar cones simétricos associados a algebra de Jordan e
aplicar em programagoes quadraticas, mas isso deixaremos para a apresentagao.
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