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A teoria dos jogos evolutivos explica comportamentos persistentes em animais em situagoes de
conflito. Ela usa um jogo em que os jogadores nao precisam ser racionais, mas cada jogador tem
uma estratégia que pode ser medida pela natureza. A dindmica dos jogos evolutivos é modelada
usando um sistema de equagoes de replicagao, que descrevem fenémenos biologicos e dindmicas
socioecondmicas em redes sociais. Um modelo (EGN) recente integra o sistema de equagoes de
replicacdo com uma estrutura de jogos finitos sobre um grafo, conectando a estabilidade do equi-
librio interno com a topologia da rede, [1]. Quando todos os jogadores tém as mesmas matrizes
de pagamento, as coordenadas do equilibrio interno sao independentes da topologia da rede. No
entanto, nao foram apresentados resultados semelhantes para equilibrios puros em geral.

Neste trabalho, vamos analisar quando os pontos fixos puros de um jogo evolutivo sob um grafo
estrela fechado (wheel graph W,,) - grafo formado conectando um tnico vértice universal a todos os
vértices de um ciclo - sao assintoticamente estaveis e consequentemente equilibrios de Nash estritos
do jogo.

Seja V = 1,2,..., N uma populagao finita de jogadores conectados em uma rede representada
por um grafo néo direcionado G com uma matriz de adjacéncia A = [ay,,], onde a,,» = 1 se 0
jogador v e w estiverem conectados, e @, = 0 caso contrario. O modelo desenvolvido em [1]
considera interagoes de N individuos, como jogos de dois jogadores em que um individuo de uma
subpopulacao v joga contra um representante de uma das subpopulagoes w conectadas a v. Para
simplificar, assumimos que v joga contra w. Consideramos um jogo com duas estratégias puras:
cooperar (C) e trair (D). A frequéncia relativa com que a estratégia cooperar ¢é jogada pelo jogador
v é denotada por x,. Entao, x, = 1 se v sempre coopera e x, = 0 se v sempre trai, essas sao as
estratégias puras de v. O jogador v também pode jogar uma estratégia mista, neste caso, dizemos
v coopera com frequéncia relativa x,. Seja x = (21, xa, ..., xy) o perfil de estratégia no jogo. Como
r, € A = [0,1] para todos os v € V, o conjunto de estratégias S ¢ AN = [0,1]V. A matriz de
pagamento para o jogador v é dada por

B — bv.c.c buc,D
" b b
v,D,C v,D,D

E a funcao de pagamento do jogo de dois agentes para o jogador v contra um vizinho w é dada por

x
DTy, T0) = [wv (1 —.Z‘v)] B, [1 w ]
— T
No caso (N, 2)-jogo (N jogadores, 2 estratégias), a equagao de replicagao em grafos, que modela
a dindmica de um jogo evolutivo em populagoes em rede (EGN), conforme definido em [1] pelo
sistema de N equagoes diferenciais, é dado por
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5.51) = Ty (1 - $1,) fv(x); for v S ‘/a (1)

onde f,(x) = %(X). Se denotamos 0,,c = by c,c — by, p,c € 0y,p = by, p.p — by, D, entao

N N N N
fv(x) = Oy,C Z Gy wTyw — Ou,D Z Ay w (1 - xw) = (UU,C + UU,D) Z Ay wTw — Ov,D Z Ay w-
w=1 w=1

w=1 w=1

N . Lo . ~ ~
Observe que » ., @y ¢ 0 grau do vértice v. Vamos denoté-lo por d,, entdo as equacoes (1)
podem ser reescritas como

Ty =Xy (1 — xy)

N
(Jv,C + Jv,D) Z Ay, — Uv,de] . (2)
w=1

Um equilibrio de Nash estrito, ENE, é um perfil de estratégias no qual nenhum jogador pode
melhorar seu payoff unilateralmente, ou seja, para todos os jogadores v o payoff ndo pode ser
aumentado, mudando apenas a sua propria estratégia x,. Pois x, esté definido como a frequéncia
de cooperagao de v, a estratégia de v seria (x,,1 — x,). Seguindo [1], para o modelo EGN dado
por (1) este conjunto pode ser escrito como:

OFNE — {xe AN Yu((2 = 0A fo(x) <0) V (zy = LA fo(x) >0))}.

O conjunto de estados estacionéarios, ©* do sistema de EDOs (2) é o conjunto que contém todos
os pontos em AY tais que z, (1 — x,) f,(x) = 0 para todo v em V, portanto:

O ={xe A :Vo(z,=0Vaz, =1V f,(x) =0)}

Olhando para a definicio ©* fica claro que ela contém o conjunto ©F = {0,1}¥. Os elementos
em OF sao chamados de estados estacionarios puros. Entre todos os pontos em ©P, denotamos
dois pontos especiais onde temos total cooperagdo, xpc = (1,1,...,1) , e deser¢ao total, xpp =
(0,0,...,0). Considerando o EGN dado pelo sistema (2), n6s provamos o Teorema abaixo que
gerneraliza similar resultado de [2].

Teorema 0.1. Considere o EGN com n jogadores descrito pelo sistema de EDO’s em 2 sob G um
grafo estrela fechada (wheel graph W,,). Se o, c > 0 e oy.p > 0 Y v, i.e. todos os jogadores tém
matriz de pagamentos de biestabilidade, entdo x € OF € um ponto fixo assintoticamente estdvel, e
um equilibrio de Nash estrito do jogo, se e somente se X € o ponto de cooperacao total, X = Xpc =
(1,1,...,1), ou defecgao total, x = xpp = (0,0,...,0).
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