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Resumo: A consideracdo do ruido branco multiplicativo muda drasticamente o comportamento
do sistema de Lotka-Volterra

t =wu(ag —biu—civ)
v :U(az —bQU—CQ’U), (1)

e apresenta comportamentos que ndo tem andlogos no caso deterministico. A evolucdo no tempo
da competicdo estocdstica entre duas espécies € obtido das equacoes de Lotka-Volterra em pre-
senc¢a do ruido branco,

{ u =wu(ar —biu—cyv)+ f(u,v)&(t)
v =wv(ag —byu — cav) + g(u,v)&(t), (2)

onde u e v representam as densidades das populagoes, f(u,v),(t) e g(u,v)&y(t) modelam a
contribui¢ao de forcas aleatorias. &,(t) e & (t) sao os ruidos brancos Gaussianos independentes
com média zero.
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1. Introducao

Muitas areas interdisciplinares como Biologia Matemaética, Bioestatistica e Bioengenharia
vém crescendo rapidamente desde as ultimas décadas. Em particular, muitas das aplicagoes
biolégicas sdao das areas de dindmica de populagoes e de epidemiologia. Modelar e analisar
fenomenos biolégicos requerem técnicas e ferramentas do Célculo Estocéastico e de varias outras
disciplinas. Desde um ponto de vista aplicado, Céalculo Estocéastico pode ser vagamente descrito
como um ramo da Matematica que trata do calculo infinitesimal para fungoes nao diferenciaveis,
e surgiu da necessidade de incluir aspectos nao previsiveis no modelamento de varios fenémenos.
Na drea de Biologia, o Céalculo Estocastico é usado para modelar os efeitos, em uma ou véarias po-
pulagoes, de variagoes estocasticas provenientes do processo de reproducao, migracao, mudancas
do meio ambiente, etc..

Neste trabalho apresentamos uma aplicagao bioldgica: o modelo de competicao estocastica
de Lotka-Volterra entre duas espécies.

A competicao entre duas espécies num sistema ecolégico ha sido tradicionalmente formulado
em relacao a evolugao no tempo com distribuicao populacional uniforme no habitat através do
modelo de Lotka-Volterra, [3], [6], [5]:

u =wu(a; —byu—cyv)
v =wv(ag —byu—cov). (3)

{ u(0) =wup>0
v(0) =wvo=0 (4)
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onde,

e 1 e v representam as densidades das populacoes;

® a1 e ag sao as taxas de crescimento intrinseco das densidades de populagoes u e v;

e b1 e co 880 o0s coeficientes de competigao intraespecificos;

e ¢ e by sao os coeficientes de competicao interespecificos, isto é, medem o quanto uma
espécie dificulta o crescimento da outra;

® 1, € U, Sa0 constantes nao negativas.

O sistema (3)-(4), dependendo das relagoes entre os coeficientes a;, b;, ¢; pode ter, se existi-
rem, os seguintes pontos criticos hiperbdlicos:

— b —aib
ai 0), Py — (O,%),R; _ (a102 a2C1 a201 — a102

P1:(0a0>7p2:(aa Co A 3 A

)

onde A = blcg - bgcl 75 0.

Dependendo dos coeficientes a;, b;, ¢; temos 4 casos de (3)-(4): Sobrevivéncia da espécie v, So-
brevivéncia da espécie u, Coexisténcia estdvel e Coexisténcia instdvel, tal como mostram os
seguintes retratos de fase:

al ag ai
by by’ e
a asz, , . (1 .~
2 Py = (0, —2) ¢é atrator hiperbodlico global para a regiao u > 0,v > 0. Neste caso temos
C2 C2
A , . a as a a a
sobrevivéncia da espécie v. II- -1 —2, s 2 P, = (—1,0
bt b2 a by
a1 ay ap

para a regiao u > 0,v > 0. Neste caso temos sobrevivéncia da espécie u. III- 70 < 5 o
1 2 Cl

Figura 1: Retrato de fases de quatro possiveis casos do sistema (3)-(4): I <

) é atrator hiperbdlico global

G2 p _ (0102 — 0201 azby — arby
P
a1 a2 aj

, ‘. a2
estavel das duas espécies. IV- — > = — < =Py = (
by~ by 1 by
e P, é sela. Neste caso uma separatriz da sela P4 separa o primeiro quadrante em duas regioes.

) é atrator hiperbdlico global. Neste caso temos Coexisténcia

a
—1,0), é atrator, P3 = (0, ‘Z—;) é atrator
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2. Resultados Matematicos

Deducao do Modelo de Competicao Estocastico

Vamos introduzir um modelo de competigao mais geral que possa relacionar o sistema (3)-(4)
com o modelo de competicao estocdstica de Itd (2). Apesar que também existe o célculo es-
tocdstico de Stratonovich, preferimos o calculo de It6 para modelos biolégicos, nao somente por
motivos computacionais, mas também porque a esperanca matemaética da solucao de It6 coincide
com a solugao do caso deterministico, o que nao acontece com a solucao de Stratonovich [4].

Suponhamos que o novo sistema deterministico geral de interagao de duas espécies satisfaz
o sistema formado por duas equagoes diferenciais acopladas [2]:

{ @ =u(g1 —di —ag1) + a2
0 =v(g2 —d2 — a12) + a2y, (5)

onde os parametros g; e d; sdo as taxas de crescimento e mortalidade para as populagoes u e
v, e a;; é a taxa na qual a populagao i(u ou v) é transformado na populacdo j(v ou u) ( por
exemplo, quando ha migracao ou individuos infectados). Os parametros g;,d; e a;; podem ser
fungoes da densidade da populacao das espécies u e v e do tempo t.

Vamos obter do sistema (5) o correspondente sistema estocastico (2).

De fato, sejam X;(t) e Xo(t) varidveis aleatdrias para o nimero das populagoes:
Xi(t), Xa(t) € [0,00), te]0,00),

e seja X (t) = (X1(t), X2(t))! o vetor aleatdrio das duas populagdes. Para um At suficientemente
pequeno definimos a probabilidade de um simples nascimento ou morte na populagao ¢ por
i XiAL(X; — X; + 1) e d; X;AH(X; — X; — 1) respectivamente, ¢ = 1,2. A probabilidade
que um individuo da populagao i seja transformado em um individuo da populacao j, i # j, é
OéjiXiAt(Xi —X;,—1e Xj — Xj + 1). Seja

S(X1,X2) = (g1 +di + a21) X1 + (g2 + do + a12) Xo.

Entao a probabilidade de que nao ocorram mudancas em ambas populacoes num intervalo muito
pequeno At é 1 — S(X1, Xo)At.

Denotemos por AX;(t) = X;(t + At) — X;(t), i = 1,2, entdo podemos escrever o incremento
nas duas populagoes para um intervalo de tempo At por AX = (AX;(t), AXz(t))!. Para um
At muito pequeno calculamos a esperanga matematica E(AX) (ou média) e a matriz covariante

de AX.
E(AX) ~ [(1, O)tgl + (—1, O)tdl + (—1, 1)ta21]X1At
+[(O, l)tQQ + (0, —1)td2 + (1, —1)ta12]X2At

(0,0)[1 — (X1, X)At].

Podemos escrever esta expressao em forma vetorial,

X1 —d1Xq — X X
E(AX) %<gl 1 141 — a1 X1 + Qg2 2>At
goXo — doXo — a2 X9 + 21 Xy
= ult,

onde pu = (u1, p2)' = (1 X1 — d1X1 — a1 X1+ a12Xs , g2 Xo — doXo — a12Xo + an X1)t.
A variancia de AX; satisfaz

o7 = 04 = E((AX;)?) — pif (A1),
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A covaridncia de AX] e AX9 é 012 = E(AX1AX3) — py 2 (At)2. Assim, a matriz de covariancia
para AX; e AXy é

Cov(AX) =V =E(AXAX") - E(AX)(E(AX))".

Usando o fato que o produto E(AX)(E(AX)) ~ uut(At)?, é de ordem (At)?,para At
pequeno, temos
V ~E(AXAXY
g (AX1)? AX1AX,
B <AX2AX1 (AX2)2>

011 012
021 022
Em particular,
o =E[(A )2}
~ [(1)%9:X; + (=1)%di X; + (=1)%a;:X; + (1)aq; X ] At

Oij = E(AXZAXJ) ~ —[a21X1 + Oqug]At parai,j=1,2, e i # j.

Portanto a matriz covariancia V ~ C'At , onde C é dado por

( (g1 +d1) X1+ a1 X1 + a12Xo —a1 X1 — a12Xo > (6)
—a1 X1 — a12X9 (g2 + d2) Xo + a1 X1 + 12 X0 ’

A matriz C é positivamente definida [1], por isso C' tem uma raiz quadrada positiva dada por
V/At.

Quando X (t) é suficientemente grande, podemos assumir que AX (¢) tem uma distribui¢ao nor-
mal com vetor média pAt e matriz covariancia B2At = CAt (isto é, AX (t) ~ N(uAt, B2At)).
Se & = (&1,&)8 ~ N(0,1) é um processo bidimensional de Wiener, entao

pAt + BV At € ~ N(uAt, B2At).
Assim, X (t+ At) pode ser escrito em forma vetorial:

X(t+At) = X(t)+AX(t)
= X (t) + pAt + BVAt €.

Expressando esta equacao em termos de X; e Xo, denotando B = (B;;),

Xi(t+ At) = X1(t) + At + Bri&1VAt + BrabavV/At
Xo(t+ At) = Xo(t) + poAt + Bor&1VAL + By&oV/At.

Se At — 0, e assumindo que a integral estocastica exista, entdo &v At — dW;, onde W; é um
processo de Wiener. Entao o sistema converge em média para o seguinte sistema de [t0

dX, (t) = MlAt + B11dW; (t) + BleWQ(t)
dXs (t) = /LgAt + Bo1dW3 (t) + BosdWs (t)

De novo, podemos escrever o sistema acima em forma vetorial
dX = pdt + BdW,

onde
= <M1> B (91X1 —d1 Xy —anXy + 0412X2>
2 92 Xo — da2 X2 — a12X2 + 21 X1
Wi(t), W

=VC, e W(t)=( 2(8))".
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Modelo de Competicao Estocastico (2)

Como no modelo (5), os parametros g;,d; e «;; sao funcoes da densidade da populacao das
espécies u e v e do tempo ¢, podemos escolher adequadamente estes coeficientes de interagao da
seguinte forma:
g1 =a1,d1 = b1 X1 +c1X2,92 = az,da = ba X1 +c2Xo, e o;j = 0. Neste caso, o sistema de EDEs
satisfaz a equagao, dX = udt + BdW, onde p é a matriz coluna

_ <X1(a1 -0 X1 —a XQ))
Xo(ag — by X1 —c2 X9))’

e a matriz B = v/C. A matriz C dada por (6), é uma matriz diagonal, pois os a;; = 0.

Assim, o sistema de EDEs de Itd6 para o modelo de competicao de Lotka-Volterra baseado
na escolha das taxas de crescimento e mortalidade tem a forma

Xm(t) = Xl(al -1 X1 — Xg)dt + \/Xl(al +01 X1+ XQ)dWl
dXo(t) = Xa(ag — ba X1 — co Xo)dt + /X1 (as + by X1 + c2 Xo)dWh,

Xi(t) € [0,00) e Xa(t) € [0,00).

Assim, podemos escrever esta equacao na forma (2),

du =wu(a; —byu—crv)dt + f(u,v)dW;
dv =wv(ag —byu — cav)dt + g(u,v)dWa, (7)

dW- dW-
onde fuzﬁle 51,:—2

crescimento flutuante de cada espécie.

. Esta forma explicita de ruido branco representa a taxa de

Método de Euler

Cabe mencionar que uma solugdo de um modelo estocastico a diferenca de uma solucao
do sistema deterministico, é uma distribuicao de probabilidade para cada uma das varidveis
aleatérias, e um caminho de amostra ao longo do tempo ou espaco é uma realizacao desta
distribuicao.

Usamos o método de Euler [4] para aproximar a solugao de (7):

(u(ti), v(ti)) = (us, vi),
para t; =0, At,2At,---,T, i=0,1,--- ,k — 1, obtemos

Uir1 = U; + ui(al —biu; — ¢ Ui)At + \/ui(al +biu; +c1 Ui)V At &q;
Vig1 =v; + ’UZ‘(CLQ —byu; — ¢y Ui)At + \/Ui(ag + by u; + co ’Ui)\/ At &y,

onde ¢&1; e &9; sao dois processos normais independentes de Wiener da forma v AtN(0,1),
onde N(0,1) a distribui¢do normal de uma varidvel aleatéria com média zero e variancia 1, e
At = T/N para algum nimero positivo V.

A modo de exemplo, analisemos o seguinte sistema:

Xm(t) = X1(4 —0,06 X7 — 0, 04X2)dt + \/X1(4 + 0,06 X1 + 0, 04X2)dW1
dXo(t) = X2(3—0.02X; — 0.08 Xo)dt + +/X1(3 +0.02 X1 + 0.08 X5)dWh, (8)

{ X1(0) =50
X5(0) =25
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onde, a; =4,b1 = 0,06,c1 =0,04,as = 3,b2 = 0,02, cy = 0,08.
Um andlise rapida permite-nos ver que o ponto (50,25) é um ponto de equilibrio estdvel no
modelo deterministico do sistema (8).

A figura 2 mostra uma trajetéria estocastica para as duas espécies em competicdo como
funcao do tempo.
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Figura 2: Uma simples trajetéria do modelo de Lotka-Volterra como uma fungao do tempo
com os seguintes valores dos parametros, a; = 4,67 = 0,06,c; = 0.04,.a2 = 3,b2 = 0.02,¢co =
0.08, X1(0) = 50, X5(0) = 25,7 = 200, K = 50000 e 0 = 0, 8.

Na figura 3 ilustramos um plano de fase com os valores de equilibrio.
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Figura 3: Regiao que indica os valores de equilibrio do sistema (8) com condigao inicial X;(0) =
50, X(0) = 25.
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