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Códigos perfeitos na métrica ℓp
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Um reticulado Λ ⊂ Rn é um subgrupo aditivo e discreto de Rn [1]. Dizemos que um
conjunto Λ′ ⊂ Λ é um sub-reticulado se Λ′ for um subgrupo aditivo de Λ. Dizemos que um
reticulado Λ é inteiro se Λ ⊂ Zn. A métrica ℓp é definida para x, y ∈ Rn e p ≥ 1 como

dp(x, y) :=

(
n∑

i=1

|xi − yi|p
)1/p

. (1)

Para p = 1, ℓ1 é a métrica da soma e para p = 2, ℓ2 é a métrica euclidiana.
Dados Λ′ ⊂ Λ reticulados, dizemos que Λ′ é um código linear perfeito em relação ao reticulado

ambiente Λ e a uma métrica fixada em Rn se, existe um raio r > 0 (raio de empacotamento)
tal que ao traçarmos esferas com este raio ao redor de todos os pontos de Λ′ estas esferas não se
intersectam em Λ e a união delas resulta em Λ.

Códigos perfeitos no reticulado Zn foram primeiramente estudados em [2] considerando a mé-
trica da soma ℓ1. Nesse artigo, Golomb e Welch apresentaram uma família de códigos lineares
perfeitos na dimensão 2 com qualquer raio natural e uma família de códigos lineares perfeitos em
qualquer dimensão e com raio igual a 1. Eles conjecturaram que não existem códigos lineares
perfeitos em Zn na métrica ℓ1 para n ≥ 3 e r ≥ 2. Esta conjectura completou 50 anos do seu
enunciado em 2018 e tem sido a principal responsável pelo desenvolvimento do estudo de códigos
na métrica da soma [3]. Embora a conjectura tenha sido abordada de várias maneiras, usando
diferentes técnicas, nenhuma delas resultou na demonstração do caso geral. Por exemplo, em [4]
foi demonstrado que não existem códigos lineares perfeitos em Zn na métrica ℓ1 para 7 ≤ n ≤ 12
e raio 2. Em [5] foi demonstrado que não existem códigos lineares perfeitos em Zn na métrica ℓ1
e raio 2 para infinitos valores de n.

Devido à escassez de códigos lineares perfeitos em Zn na métrica da soma, em [6] foram con-
siderados códigos lineares perfeitos em Zn na métrica ℓp, p ≥ 1. Nesse artigo, com a ajuda de
um algoritmo computacional, foi demonstrado que só existem códigos lineares perfeitos em Zn na
métrica ℓ2 para n = 2 e raios 1,

√
2, 2 e 2

√
2 e para n = 3 e raios 1,

√
3. Foi conjecturado que se

r > 1 e n > 3 não existem códigos lineares perfeitos em Zn na métrica ℓ2.
Já em [7] os autores propuseram uma nova generalização ao considerar códigos lineares perfeitos

em reticulados ambientes Λ diferentes de Zn, na métrica ℓp. Nesse artigo foram obtidos todos os
códigos lineares perfeitos nos reticulados ambientes A2, D3 e D∗

3 (reticulado dual de D3) na métrica
ℓ2.

Neste trabalho, vamos apresentar o algoritmo utilizado por [6] e [7] para a classificação dos
códigos lineares perfeitos em Z2, Z3, A2, D3 e D∗

3 na métrica euclidiana.
O primeiro passo é buscar um limitante para o raio de empacotamento de um código linear

perfeito em Λ na métrica ℓp. Dado um reticulado Λ ⊆ Rn, a densidade de empacotamento de Λ
na métrica ℓp, denotada por ∆n

p (Λ), é a proporção do espaço Rn coberto por esferas idênticas com
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o maior raio possível de forma que quaisquer duas esferas ou não se tocam ou se tocam apenas no
bordo. Seja ∆n

p = supΛ ∆n
p (Λ), onde Λ ⊆ Rn é reticulado. Em [7] foi demonstrado que

rp ≤
M(1 + (∆n

p )
1/n)

(1− (∆n
p )

1/n)
, (2)

onde M = minz∈Λ ∥x/2− z∥.
De posse deste resultado, usa-se o seguinte resultado de [8], que é uma generalização de um

resultado de [9] obtido para o reticulado Zn: Seja P ⊂ Λ, tal que |P| = m. Existe um ladrilhamento
de Λ por transladados de P se, e somente se, existem um grupo abeliano G de ordem m e um
homomorfismo ϕ : Λ → G tal que a restrição de ϕ a P é uma bijeção.

Tomando P igual a bola centrada na origem com raio r ≤ rp na métrica ℓp em Λ, com auxílio de
um algoritmo computacional, busca-se por todos os homomorfismos de Λ em grupos abelianos G
com |G| = |P | cuja restrição do domínio a P é uma bijeção. Testando todos os valores possíveis de
r menores ou iguais ao limitante, tem-se todos os códigos lineares perfeitos em Λ, caso existam. Os
códigos lineares perfeitos neste caso são os núcleos dos homomorfismos que satisfazem a condição
imposta. Por exemplo, ao pesquisar por códigos lineares perfeitos em Z2 na métrica ℓ2, obtemos
homomorfismos ϕ(x, y) = x + 2y ∈ Z5, ϕ(x, y) = x + 3y ∈ Z9, ϕ(x, y) = x + 5y ∈ Z13 e ϕ(x, y) =
x + 5y ∈ Z25 satisfazendo a condição imposta. Os códigos lineares perfeitos associados a estes
homomorfismos são seus núcleos, ou seja, os reticulados gerados como combinações lineares inteiras
de {(1, 2), (0, 5)}, {(3, 2), (0, 3)}, {(1, 5)), (3, 2)} e {(5, 4), (0, 5)}, respectivamente.
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