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A matemática é amplamente utilizada na ciência, principalmente através da modelagem, con-
sistindo em descrever fenômenos de diversas áreas de conhecimento. Entre eles é possível citar a
modelagem populacional, mediante a equações logística.

A finalidade deste trabalho é apresentar uma equação logística homogênea de tal dinâmica,
buscando uma solução pelo método de sub-supersolução. Tais conceitos envolvem problemas de
autovalores de uma equação elíptica em um domínio limitado, associados a operadores autoadjun-
tos.

Primeiramente será definido o conceito de sub-supersolução, encontrado em [1]. Considere o
seguinte problema: {

−∆u(x) = f(x, u) , para todo x ∈ Ω,
u(x) = 0 , para todo x ∈ ∂Ω,

(P)

onde Ω ⊂ RN é aberto e limitado de fronteira C2,γ , 0 < γ < 1 . Suponha que f : Ω × R → R e
f ∈ Cγ(Ω× R).

Definição 0.1. A função u ∈ C2(Ω) ∩ C0(Ω) é uma subsolução do problema (P) se,{
−∆u(x) ≤ f(x, u) , para todo x ∈ Ω,

u(x) ≤ 0 , para todo x ∈ ∂Ω.

Definição 0.2. A função u ∈ C2(Ω) ∩ C0(Ω) é uma supersolução do problema (P) se,{
−∆u(x) ≥ f(x, u) , para todo x ∈ Ω,

u(x) ≥ 0 , para todo x ∈ ∂Ω.

Definição 0.3. Um par de soluções (u, u) ∈ C2(Ω)∩C0(Ω) é chamado de sub-supersolução do
problema (P) se verificar as três condições seguintes:

a) u(x) ≤ u(x),∀x ∈ Ω,

b) u(x) ≤ 0 ≤ u(x),∀x ∈ ∂Ω,

c) −∆u(x) ≤ f(x, u(x)), −∆u(x) ≤ f(x, u(x)) ∀x ∈ Ω.

Teorema 0.1. Seja f ∈ C1(Ω×R) e o problema (P) admite uma sub-supersolução (u, u). Então,
existe uma solução u ∈ C2(Ω) de (P) que verifica

u(x) ≤ u(x) ≤ u(x), ∀x ∈ Ω.
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A seguinte equação é utilizada para dinâmica de população, onde u(x) representa a densidade
populacional, habitada em um ambiente Ω{

−∆u(x) = λu(x)− bu2(x) , para todo x ∈ Ω
u(x) = 0 , para todo x ∈ ∂Ω,

(1)

com b > 0, λ ∈ R, sendo λ a taxa de natalidade da espécie, e −bu2 é o termo que representa a
limitação do meio.

O seguinte resultado garante uma única solução para o problema (1)

Teorema 0.2. Existe uma única solução positiva de (1) se, e somente se, λ > λ1, onde λ1

representa o primeiro autovalor do operador −∆ em H1
0 (Ω).

Utilizando como supersolução do problema (1), u = K, sendo K uma constante positiva grande
e a subsolução como u = εφ1, onde ε ∈ R é pequeno o suficiente e φ1 a autofunção associada ao
primeiro autovalor λ1 definido por,

λ1 := inf

{∫
Ω

(|∇u|2), u ∈ H1
0 (Ω), ||u||L2 = 1

}
. (2)

Ao demonstrar o Teorema 0.2 em casos concretos, pode-se fazer interessantes interpretações
biológicas dos resultados matemáticos obtidos. De fato, essa equação é um protótipo de sistemas
mais complexos, no qual se leva em conta a presença de duas ou mais espécies.
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