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Resumo: O objetivo principal deste trabalho € analisar a presenca de duas escalas distin-
tas de tempo em um modelo metapopulacional do tipo presa-predador, discreto mo tempo e no
espaco. Inicialmente, analisamos duas situacoes: presas com dinamica vital mais rdpida do que
predadores e vice-versa. Verificou-se que esta consideracdo de mais de uma escala de tempo
para a reproducdo das espécies modifica a regiao de estabilidade das solucdes de equilibrio de
coexisténcia, altera as densidades das duas espécies e o tipo de solugoes observadas. A sequir,
considera-se uma metapopulacao, ou seja, as duas espécies distribuem-se em sitios e ocorre mi-
gracdo. Essa migracdo ocorrerd de forma coerente com a escala de reproducao. A considera¢do
de estrutura espacial também altera as predicoes do modelo.
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Introducgao

Em sistemas biolégicos pode ocorrer que uma das espécies se reproduza em intervalos de
tempo diferentes daqueles da outra espécie. Na natureza encontramos muitos exemplos de
interagoes nas quais uma espécie reproduz-se em intervalos de tempo menores do que a outra:
podemos citar joaninhas predando afideos [2], doninhas atacando pequenos roedores [6], controle
da cochonilha vermelha (Aonidiella auranti) pelo parasitéide Aphytis melinus [4].

Kindlmann e Dixon [2] argumentam que o efeito na densidade populacional de presas é
inversamente relacionado ao tempo de desenvolvimento do predador. Em termos biolégicos, essa
teoria prediz que, dada uma espécie de presas e dois predadores diferindo apenas nos tempos
de desenvolvimento, o predador com tempo de desenvolvimento mais longo terda menos efeitos
na abundancia de presas . Kindlmann et al. [3] relatam testes realizados em campo que trazem
resultados de acordo com a hipétese descrita acima.

Assim, neste trabalho propomos um modelo presa-predador discreto com crescimento das
presas dependendo da densidade em que a reproducao das espécies ocorre em escalas diferentes
de tempo. Analisamos duas situacgoes: presas possuem dindmica mais rdpida do que predadores
e vice-versa.

Os trabalhos de Rodrigues et al. [7] e Andrade [1] analisam um modelo presa-predador
discreto com dinamica da presa mais rapida que a dinamica do predador. E observado que as
densidades das presas diminuem quanto maior a diferenca entre as escalas de reproducao das
duas espécies, o que nao estd de acordo com as conclusoes e testes em campo de Kindlmann
e Dixon [3]. Neste trabalho serd proposto um modelo diferente, em que a predagao ocorre de
acordo com a média das densidades de presas nas geracoes intermedidrias e nao de acordo com
a soma das densidades nessas geragoes como é feito em [7] e [1].

Os estudos de dindmicas populacionais tém cada vez mais levado em conta a distribuigao
espacial das espécies. Rohani e Ruxton [8] discutem sistemas com mais de uma espécie e chegam
a resultados de que a extrema assimetria nas fracoes de dispersao entre as duas espécies, pode
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estabilidade de um modelo foram mencionados no trabalho de Turing [9].

Em [1] temos ainda a proposta de um modelo presa-predador com estrutura espacial e
din&dmica vital das presas mais rapida que a dos predadores. A movimentacdo de ambas espécies
ocorre em escala rdpida, ou seja, a cada geragao em que temos a reproducao das presas, as duas
espécies migram. Neste trabalho, propomos um modelo em que a migracdo é coerente com a
escala de reproducao das espécies e a estrutura espacial serd considerada para os dois casos:
presa rapida x predador lento e presa lenta x predador rapido.

Formulacao do Modelo

Partiremos de um modelo presa-predador, proposto por Neubert e Kot [5], considerando
uma tnica escala de tempo:

hit1 = hyexp(r(1 — hy — pr)),
(1)

Pi+1 = VPt + dhypy.

onde, h; e p; sdo, respectivamente, as densidades adimensionais de presas e predadores na geragao
t e d, r e v sao parametros adimensionais positivos.
Os pontos de equilibrio do sistema (1) sao:

(hovpo) = (0,0),  (ha,p1) = (1,0) e <h*,p*>=<1‘—7,1—1‘—7). @

(ho,po) é o ponto de equilibrio trivial, no qual temos extingdo de ambas espécies. (h1,p1)
representa extingao da populagao de predadores, com a densidade de presas igual a capacidade
suporte do meio. Finalmente, (h*,p*) é o tnico ponto de equilibrio que apresenta coexisténcia
de presas e predadores, porém este ponto sé é vidvel biologicamente quando d > 1 — 7.

A anélise de estabilidade do sistema (1) indica que o ponto de equilibrio (hg,pg) é sempre
instavel para quaisquer r > 0 e v > 0; o ponto de equilibrio (hy,p;1) é estavel se d < 1 —~ e
r < 2; e as condigoes para que tenhamos a estabilidade local do ponto de equilibrio (h*, p*) sao:

4d
B-d-71-7)
A Figura 1 mostra as regioes de estabilidade dos pontos de equilibrio (h1,p1) e (R*,p*), de

acordo com as condigoes acima, para v = 0,9 (considerando que a cada geragao sobrevivem 90%
dos predadores).

l—-v<d<2—v e r< (3)

L
12

Figura 1: Regiao de estabilidade dos pontos de equilibrio (h1,p1), em cinza, e (h*,p*), para
v=20,9.

Passamos agora a considerar escalas de tempo diferentes para a reproducao das duas espécies.
Introduziremos mais um parametro: N - inteiro e positivo. Analisaremos as duas situacoes:

Caso 1: a presa se reproduz N vezes no intervalo de tempo no qual o predador se reproduz
uma vez (presa répida - predador lento)
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uma vez (predador rapido - presa lenta)

Consideramos como geragao padrao do sistema aquela em que ocorre a reproducao da espécie
lenta e supomos geragoes intermediarias nas quais ocorre a reproducao da espécie rapida.

No caso 1 (presa rapida - predador lento) temos a cada geracao intermedidria: diminuicao
das presas devido a predacao; reproducao das presas; e diminuicdo da densidade de predadores
por mortalidade natural. A cada geragdo padrao temos todos os eventos que ocorrem nas
geragoes intermedidrias mais a reproducao dos predadores (proporcionalmente & quantidade
média de presas predada por geracao intermedidria).

Assim, sendo h; e p;, respectivamente, as densidades adimensionais de presas e predadores
na geracao t, as equacoes adimensionais que descrevem a dinamica do caso 1 sao:

{ ht+1 - fh(FN_l(htapt)) (4)
P =7Vp + dVN_lpt% (ht + fu(hespe) + fo(F(heypr)) + .o + fh(FN_Q(ht,pt)))

onde
F : R?—R?
F(h,p) = (fu(hyp), folhyp)) = (he"T7"7P) yp).

FN=1 representa a funcido F composta N — 1 vezes. Quando N = 1, temos o modelo com
uma tnica escala de tempo dado em (1).

Ja no caso 2 (presa lenta - predador rédpido) temos a cada geracao intermedidria: diminuicao
das presas devido a predacao; crescimento dos predadores segundo um fator dependente da
densidade de presas; e diminui¢do da densidade de predadores por mortalidade natural. A
cada geracao padrao temos todos os eventos que ocorrem nas geracoes intermedidrias mais a
reproducao das presas.

Assim, sendo h; e p, respectivamente, as densidades adimensionais de presas e predadores
na geracao t, as equacoes adimensionais que descrevem a dinamica do caso 2 sao:

{ hiy1 = gh(GN_l(ht,pt)) (5)
Pt+1 = gp(GN_l(ht,pt))
onde
G : R?> —R?
G(h,p) = (he™ "™, yp+ dhp),
e
Ih,Gp - R?—R
gn(h,p) = he!=hP)
gp(h,p) = ~p+dhp

GN~! representa a funcio G composta N — 1 vezes. Quando N = 1, temos o modelo com
uma tunica escala de tempo dado em (1).

A fungao G na Equacao (5) descreve o que ocorre em cada geragao intermedidria e as fungoes
gn € gp descrevem o que ocorre em cada geracao padrao.

Simulagoes

Todas as simulagoes apresentadas neste trabalho consideram v = 4/0,9, onde N é o
parametro para multiplas escalas ja definido anteriormente, assim a cada geracao (padrao) temos
a sobrevivéncia de 90% dos predadores. Foram realizadas simulacoes para outros valores de 7,
mas nao foi percebida mudanca significativa no tamanho da regiao de estabilidade do equilibrio
de coexisténcia das espécies.
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téncia das espécies, em funcao dos parametros r e d. Estes graficos foram construidos plotando-se
os pontos (d,r), para os quais ambos os autovalores da matriz jacobiana do modelo calculada
no ponto de equilibrio de coexisténcia tinham valor absoluto menor do que um.
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Figura 3: Regiao de estabilidade para o caso 2 com N =2 (a) e 4 (b).

Comparando as Figuras 2 (caso 1) e 3 (caso 2) com a regiao de estabilidade do modelo
original (Figura 1), podemos observar que a consideracao de muiiltiplas escalas de tempo para
a reproducao das espécies modifica a regiao de estabilidade do equilibrio de coexisténcia das
espécies. A dinamica vital da presa mais rapida do que a do predador levaria um aumento dessa
regiao, enquanto que a hipdtese contréaria levaria a uma diminuicao.

Passamos entao a analisar as densidades de equilibrio de presas e predadores. Na Figura 4
sao plotadas essas densidades para ambos os casos, com valores dos parametros para os quais
temos equilibrio estével para todos os valores de N (r =1,8 e d = 0,11). As densidades foram
analisadas para varios outros valores para os parametros d e r (r < 5) tomados dentro da regiao
de estabilidade de pontos de equilibrio de coexisténcia e este comportamento foi semelhante.
Observa-se aumento na densidade de presas quando estas possuem dinamica mais rapida e
diminuigdo quando possuem dindmica mais lenta. Isto estaria de acordo com a hipdtese de
Kindlmann e Dixon [2] mencionada anteriormente.
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Figura 4: Densidades de presas (em preto) e predadores (em cinza) em fungao de N para o caso
1 - presa rapida (a) e caso 2 - predador répido (b).

Modelos com estrutura espacial
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sitios enumerados por 1, 2, ..., n e em cada um desses sitios existe uma comunidade de duas
espécies (presa e predador) que chamamos populacao local ou subpopulagao. Denotamos por h}
e p] a densidade de presas e predadores, respectivamente, no sitio j, no tempo ¢. Estabelecemos
conexoes entre os sitios, ou seja, a possibilidade dos individuos migrarem para outros sitios. A
topologia da rede utilizada serd descrita por uma matriz C' = [¢ji]nxn , €m que os elementos cj;
representam a proporc¢ao de individuos que migra do sitio i para o sitio j. Os parametros e
iy Tepresentam a proporcao de presas e predadores, respectivamente, que deixa cada sitio, logo
O<pn<leO<pu, <L

Consideraremos que a migracao ocorre de forma coerente com a escala de reproducao, ou seja,
a espécie que se reproduz nas geragoes intermedidrias, também migrara nessas geracoes, enquanto
que a espécie lenta, que s6 se reproduz nas geragoes padroes, sé migrard nessas geracoes. Assim,
a cada intervalo de reprodugao (e migragao) da espécie lenta, a espécie rapida se reproduzird e
migrard N vezes.

No caso 1, entao, suporemos as presas se reproduzindo e migrando nas geracoes inter-
mediarias, enquanto que os predadores sé se reproduzirao e migrarao nas geracoes padroes.
Assim, a dindmica metapopulacional do caso 1 serd descrita pelos seguintes sistemas:

Nas geracoes intermedidrias, para k =0,1,..., N — 2, temos

hg kel = (1 — pp) (hi ker(l_hg,k_pg,k)> + chi,uh <h;k€r(1_hz'k_pt’k)>

i=1
Piesr = Py
Na geracao padrao, temos
h{H = (1—p) (hg N_ler(l_hi,Nfl_pi,N—l)) 4 chmh (h;N_leT(l—hz’Nil—pt’Nil)>
i=1
. . 1 . . . .
P = (1= ) (’YNpi N pi (B by byt hi,zm))

n
. 1 . . .
N N-1
+> ity <7 P+ dy T ph (et By A g+t h;i,N_l)> :
i=1
Ja no modelo para o caso 2, teremos predadores se reproduzindo e migrando nas geracoes
intermedidrias e presas apenas nas geracoes padroes. Essa dinamica serd descrita entdao pelos
sistemas:
Nas geracoes intermedidrias, para k =0,1,..., N — 2, temos:

. P
M i By e ek
pi,kﬂ = (1—pp) (W?,k + dhi,kpi,k> + Z Cjillp (719;16 + dhi,kpi,k)
i=1
Na geracao padrao, temos
hi—i—l = (1 — Mh) (hivN_ler(l—hi,Nfl_pi,Nfl)) + chi,uh (h;N_leT(l_hi,Nfl_pt,N—l)>
i=1
Pl = (1= pp) (’yp; N1 Hdh vl N_1> +) ity (Y0h 1+ dhi 1Dl 1)
i=1

n
Supondo que ) ¢j; = 1 para todo j = 1,2,...,n, podemos mostrar que X = (x*,x*,...,x"),
i=1
em que x* = (h*, p*) é o ponto de equilibrio da dindmica local (1), é um ponto de equilibrio dos
sistemas dos casos 1 e 2 acima.
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estudados. Nas simulagbes suporemos 30 sitios e duas matrizes de configuragao: local e global.
No caso da matriz de configuracao local, supomos um anel de n sitios simetricamente acoplados
com os dois vizinhos mais préximos, assim a matriz de configuragao C' é uma matriz circulante

1 1
C=c 0,-,0,..,0, = ].
CZTC<7277 7a2>

J& no caso da matriz de configuragao global, a topologia da rede utilizada é um anel de n
sitios simetricamente acoplados com todos os vizinhos, assim a matriz de configuracao C é a

matriz circulante ) ) )
C=ci 0
CZTC(’n—l’n—l7 ’n—l)

Passamos, entao, a analisar a instabilidade causada pela migracao. Consideraremos valores
dos parametros para os quais a dinamica local era estéavel e plotaremos regides dos parametros
de migracao para os quais teremos o sistema com estrutura espacial instavel.

Foram plotadas as regides de instabilidade apenas para N = 2 devido & complexidade do
sistema. A verificagdo da estabilidade de X = (x*,x*,...,x*) envolve o cdlculo de uma matriz
jacobiana de dimensoes 60x60. A Figura 5 traz uma dessas regiGes para o caso 1 e matriz
de configuracao local. Podemos observar que as instabilidades ocorrem quando o coeficiente
de difus@o das presas é grande combinado com coeficiente do predador sendo pequeno ou bas-
tante grande, diferentemente da instabilidade provocada pela migracao no modelo original que
ocorre apenas para valores assimétricos dos coeficientes de migracdo. Quando temos a instabil-
idade do equilibrio X = (x*,x*,...,x*) o sistema apresenta distintos equilibrios estdveis entre os
sitios, solugoes cadticas, solugoes periddicas e quase-periddicas. Exceto para os casos de solugoes
cadticas, quando a migracao desestabiliza a dindmica temos reducao da densidade média de pre-
sas e aumento da densidade média de predadores. As maiores regides de instabilidade difusiva
ocorrem para valores grandes de r e para a matriz de configuracao local.

Figura 5: Regiao de instabilidade difusiva para caso 1, com N = 2, r = 5, d = 1 e matriz de
configuracao local.

J& para o caso 2, ocorrem bem menos instabilidades causadas pela migracao (comparando-
se com o caso 1 e até mesmo com o modelo original, com uma unica escala de tempo). X* =
(x*,x*,...,x*) apenas torna-se instavel para valores do coeficiente de migragao dos predadores
bastante baixos, em torno de 0,01. Nesse caso, temos densidades constantes para uma quanti-
dade de geracoes suficientemente grande em cada um dos sitios, mas estes valores sao distintos de
um sitio para o outro. Quando analisado o efeito da estrutura espacial sobre dinamicas instaveis,
observamos um efeito estabilizante da migracao a partir de determinados valores do coeficiente
de migragao dos predadores. Estes valores ficam em torno de p, = 0,1 até p, = 0,55, variando
conforme os valores de r e d fixados. A Figura 6 traz esses valores em fungao do parametro d
para r fixado em 4, em que verificamos que quanto maior for o parametro d (associado a taxa de
conversao de presas em predadores) maior precisara ser o coeficiente de migracao dos predadores
para que a dinamica torne-se estavel.

DOI: 10.5540/03.2015.003.01.0083 010083-6 © 2015 SBMAC


http://dx.doi.org/10.5540/03.2015.003.01.0083

Proceeding Spries of the Brazilian Society of Computational Mathematics, Vol. 3, N. 1, 2015.

o
@
S

o o
N »

=) ol
T T

coeficientede migrago dospred
(=]
w
&
T

o
w
S

L L L L L |
0.4 05 0.6 0.7 0.8 0.9 1.c

Figura 6: Valores do parametro de migracao dos predadores a partir do qual a dinamica instavel
localmente torna-se estavel, caso 2, N =2 e r = 4.

Conclusoes

O presente trabalho propos um modelo presa-predador com multiplas escalas de tempo para
dinamica vital e migracao das duas espécies. Na andlise da dinamica local observou-se uma
modificacao da regiao de estabilidade do equilibrio de coexisténcia em relagdo ao modelo com
uma Unica escala. Tivemos um aumento na estabilidade do modelo em que a presa é a espécie
mais réapida (caso 1) e diminui¢do no outro caso. Também pudemos observar aumento na
densidade de presas no caso 1 e diminui¢ao no caso 2, vindo ao encontro dos estudos de Kindl-
mann et al. [3]. Finalmente, considerou-se o modelo com estrutura espacial e migracao coerente
com a escala de reproducao. Em ambos os casos, percebe-se maior influéncia do coeficiente de
migragao da espécie rdpida. O modelo presa rapida-predador lento (caso 1) mostrou-se mais
suscetivel a instabilidades causadas pela migragao do que o modelo predador répido (caso 2),
o qual apresenta maior estabilidade.
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