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Resumo. Este trabalho visa apresentar autdmatos celulares (ACs) unidimensionais. E desejével
compreender o comportamento dos ACs durante uma combinagdo periédica de Regras de Wolfram
na classe I para, assim, ser possivel encontrar um padrao nesse comportamento. Foi desenvolvido
um programa em Python capaz de modelar estes ACs unidimensionais, para facilitar a visualizagdo
e classificacdo dos resultados obtidos.
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1 Introducao

Os Autématos Celulares (ACs) sdo um modelo formal simples para sistemas dindmicos e utiliza-
dos em diversas areas cientificas, dentre elas: matematica, biologia, ciéncia da computacéao, ciéncias
sociais e outras. Eles podem ser aplicados com diferentes finalidades, permitindo entender como
a natureza, aparentemente fazendo o menor esforgo, consegue criar coisas extremamente comple-
xas[3]. Vale lembrar que, devido & sua grande variedade de comportamentos dindmicos—inclusive,
essa ¢ uma das principais caracteristicas que determinaram o sucesso em suas aplicagoes—os ACs
podem ser aplicados em simulacoes de fendmenos naturais, geragao de niimeros pseudoaleatérios,
processamento digital de imagens, criptografia etc.

Os primeiros estudos de ACs como sistemas dindmicos foram feitos por Gustav Hedlund, Mor-
ton Curtis e Roger Lyndon em 1969[1]. Desde entdo, muitos trabalhos surgiram com aspectos
relacionados a teoria de sistemas dinamicos e, nas tltimas décadas, os estudos sobre esses modelos
cresceram significativamente, nao apenas por serem de facil construcdo ou por possibilitarem a
criacdo de padroes consideravelmente complexos, mas também pela eficiéncia de sua computacéo,
sobretudo se desenvolvida em arquitetura apropriada e exata, ou seja, sem aproximacoes. En-
tretanto, é valido destacar o trabalho de Stephen Wolfram que, ao publicar em 2002 o livro “A
New Kind of Science”[3], inaugurou uma nova perspectiva no que diz respeito ao comportamento
dos Autdématos Celulares e se consolidou como a principal referéncia desta area de pesquisa. Tais
estudos tém sido fundamentais para o desenvolvimento da drea.

Um autémato celular é uma quintupla da forma C = (£, S, co,n, R) em que:

e Grade de Células: é um conjunto de células de tamanho £ € N
e Conjunto de Estados: S é um conjunto finito de estados

o Configuragdo Inicial: ¢y é uma associacao especifica dos estados nas células de uma grade de
células
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o Vizinhanca: N é um conjunto das células adjacentes a uma célula. Define-se uma métrica
d: Lx L — Nonde d(a,b) = |b—a|l =n e a e b referem-se & posigdo dessas células. Sendo
assim, a vizinhanca seria a bola B, (a) de centro a e raio n

e Regra Local: R é uma aplicacdo R : S?"t! — S onde n representa o raio da vizinhanca

A configuragio ¢ de um autémato celular é uma aplicacio ¢ : N — S que especifica o estado
de cada célula de uma grade de células e onde d representa a dimensao. O conjunto de todas as
possiveis configuragoes de uma grade é representado por C. Se ¢ for uma func¢ao constante, o que
levaria todas as células a um mesmo estado, a configuragao é chamada de configuracio trivial. As
regras locais aplicadas nas vizinhancas de uma célula levam-nos até um sistema dindmico que foi
chamado de fungdo de transicio global G : C — C, onde G(¢) = e é uma nova configuragdo em
C. Os ACs nos quais d = 1, n = 1 e |S| = 2 sdo chamados de Automatos Celulares Elementares
(ACE). Durante este trabalho, foram estudados os 256 modelos elementares (famosos por ACEs
de Wolfram), de forma que os estados de valor 0 correspondem as células brancas e 1, as pretas[1].
Wolfram percebeu que os comportamentos das evolugoes dessas 256 regras poderiam ser agrupados
em quatro classes diferentes: classe I (homogénea), II (periddica), III (cadtica) e IV (complexa),
como ilustrado na Figura 1 e detalhado na Tabela 1.
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(c) Exemplo de regra de classe III (d) Exemplo de regra de classe IV

Figura 1: Exemplo de regras em diferente classes definidas por Stephen Wolfram. Fonte: Autores.

Sejam G e G2 duas fungoes de transigdo global com as respectivas regras locais Ry e Ry de
ACEs dadas com o mesmo conjunto de estados. A composi¢do G; o G também é uma fungio
de transicdo global. Pode-se definir uma configuragao periodica de ACEs com periodo ¢, quando
existem g regras locais R1 (), ..., R,(x) tais que existem ¢ fungdes de transigdes globais G, ..., G,
associadas as seguintes regras: G; a Ryi(x), G2 a Roo Ri(z), ..., Gy a Ry0--- 0 Ry(x). Neste
trabalho, foi estudado configuracio periddica de ACFEs de periodo 2, que contém duas fungoes de
transicoes globais G, G5, respectivamente associadas a Ry (z) e Ry o Ry(z), onde Ri(z), Ry(x)
pertencem a Classe I de Wolfram.
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Tabela 1: Tabela de classificacdo das Regras de Wolfram|2].

Classes Regras

I 0, 8, 32, 40, 64, 96, 128, 136, 160, 168, 192, 224, 234, 235, 238, 239
248, 249, 250, 251, 252, 253, 254, 255
1,2, 3, 4,5,6,7,0, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 19, 20, 21, 23, 24,
25, 26, 27, 28, 29, 31, 33, 34, 35, 36, 37, 38, 39, 42, 43, 44, 46, 47
48, 49, 50, 51, 52, 53, 55, 56, 57, 58, 59, 61, 62, 63, 65, 66, 67, 68,
69, 70, 71, 72, 73, 74, 76, 77, 78, 79, 80, 81, 82, 83, 84, 85, 87, 88,
91, 92, 93, 94, 95, 98, 99, 100, 103, 104, 108, 109, 111, 112, 113, 114,
115, 116, 117, 118, 119, 123, 125, 127, 130, 131, 132, 133, 134, 138,

11 139, 140, 141, 142, 143, 144, 145, 148, 152, 154, 155, 156, 157, 158

159, 162, 163, 164, 166, 167, 170, 171, 172, 173, 174, 175, 176, 177,

178, 179, 180, 181, 184, 185, 186, 187, 188, 189, 190, 191, 194, 196,

197, 198, 199, 200, 201, 202, 203, 204, 205, 206, 207, 208, 209, 210,

211, 212, 213, 214, 215, 216, 217, 218, 219, 220, 221, 222, 223, 226,

227, 228, 229, 230, 231, 232, 233, 236, 237, 240, 241, 242, 243, 244,

245, 246, 247

I 18, 22, 30, 45, 60, 75, 86, 89, 90, 101, 102, 105, 122, 126, 129, 135
146, 149, 150, 151, 153, 161, 165, 182, 183, 195

v 41, 54, 97, 106, 107, 110, 120, 121, 124, 137, 147, 169, 193, 225

2 Metodologia

A primeira fase da pesquisa consistiu no estudo e compreensao dos conceitos tedricos, enquanto
a segunda consistiu no desenvolvimento do coédigo computacional utilizado para gerar todas as
imagens utilizadas nesse projeto. Conforme citado anteriormente, o cédigo foi escrito na linguagem
Python, fazendo-se necessario o uso das bibliotecas Numpy, Pillow e Matplotlib. A implementagcéo
foi separada em alguns arquivos que serao detalhados a seguir:

e rules.py — Responséavel por conter o algoritmo das 256 regras de Wolfram, sendo cada uma
delas representada por uma fun¢do. Como pardmetro, é passado um arranjo de tamanho 3
que corresponde as células que serdo utilizadas na aplicagdo da regra local. Como resultado,
a funcao retorna o valor da célula imediatamente abaixo da célula central

o utils.py — Responséavel por conter todas as funcdes extras da aplicacdo. E neste arquivo que se
encontra a fungdo responsavel por aplicar uma regra em uma grade de células, a responsavel
por aplicar uma combinacao periddica, ou mesmo, a responsavel por transformar o arranjo
final em imagem. Além disso, também sao definidas fungoes que geram todas as imagens das
regras individualmente aplicadas, bem como das possiveis combinagoes periédicas. Também,
neste arquivo, foram definidas algumas fungdes responsaveis por criar imagens auxiliares
para os estudos, das quais podem-se citar as que tém por objetivo criar mosaicos com varios
exemplos de uma mesma combinacdo periddica de regras, a fim de facilitar a comparacao nas
analises

e main.py — Responsével por fazer a chamada das principais fungbes definidas em utils.py.
Quando executado, é criada uma nova pasta chamada WolframRules Imgs/ no mesmo di-
retorio no qual se encontra o diretorio pai e esta nova pasta contém imagens de autéomatos
celulares de configuragoes iniciais aleatérias. Estas imagens, devidamente separadas em sub-
pastas, provém de aplicagdes de todas as regras individuais, configuragoes periddicas nas
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quais suas regras locais sdo um arranjo combinatério de todas as regras de Wolfram, toma-
das duas a duas, e mosaicos que possuem a mesma configuragao periddica sendo aplicada em
véarias configuracdes iniciais diferentes

Por fim, as terceira e tltima fases consistiram em uma analise mais detalhada dos resultados
obtidos. Foi necessdrio comparar minuciosamente as imagens geradas, a fim de classificd-las em

uma das quatro classes de Wolfram.

3 Resultados

No estudo inicial das configuracoes periédicas de duas regras, foram considerados autématos
celulares C = (L£,8,¢,n,R) com as seguintes caracteristicas: £ = 150, § = {0,1}, ¢ aleatério
(sendo escolhida uma amostra de 20 configuragoes diferentes), n = 1 e R sendo uma combinagdo
na qual suas regras locais sdo um arranjo das regras de Wolfram pertencentes a Classe I, tomadas

duas a duas.

Tabela 2: Tabela de configuragoes de regras de Classe I com I e que levam & Classe 1.

Configuragoes periédicas em Classe I de Wolfram

0+8
0+32
0-+40
0+64
0496
0+128
0+136
0+160
0-+168
0+192
0+224
0+234
0+238
0+248
0-+250
0+252
0+254
8+32
8+40
8+64
84-96
8+128
8+136
8+160
8-+168

8+192
8+224
84234
84248
84250
32440
32+64
32+96
32+128
324136
314160
32+168
32+192
324224
324234
324238
324248
32+252
324254
40+64
40+96
40+128
40+136
40+160
40+168

404192
40+-224
40+234
40+248
64496
64+128
644136
644168
644168
644192
644224
644234
64+-238
64+-248
644251
644252
644255
96+128
964136
96+160
96+168
96+192
92+4-224
96-+234
96+-248

1284136
1284160
1284168
1284192
1284-224
1284-234
1284238
128+248
128+-251
1284-252
1284-255
1364160
1364168
1364192
136-+224
1364-250
136+251
1364254
1364255
160+-168
160+4-192
160+-224
160+-234
160+-238
160+-239

160+248
160+252
160+253
160+255
168+192
168+-224
168+235
168+239
168+249
168+250
1684251
1684253
168+-254
168+255
1924-224
1924250
1924251
1924254
1924255
224+235
224+239
224249
224+250
2244251
224+253

224+254
2244255
234+235
2344238
2344239
234+-248
234+-249
234+250
2344251
234+4-252
2344253
234+254
234+255
235+238
235+239
235+4-248
235+249
235+250
235+251
235+252
2354253
2354254
235+255
238+239
238+248

238+249
238+250
2384251
238+252
238+253
238+254
238+255
239+-248
2394249
239+250
239+251
239+252
239+253
239+254
239+255
248249
248+250
248+251
248+-252
248+253
2484254
248+255
249+250
249+251
249+252

249+253
249+254
2494255
250+251
2504252
250+253
250+254
250+255
251+252
2514253
2514254
251+255
252+253
2524254
252+255
253+254
253+255
254+255

Ao efetuar a composicio de todas as regras da Classe I#, pode-se observar que muitas delas
continuavam a levar para uma classe homogénea, conforme apresentado na Tabela 2. Alguns
exemplos de configuragoes peridédicas sao ilustrados nas imagens da Figura 2.

4 As das imagens obtidas, bem como o cédigo-fonte, podem ser disponibilizadas aos pesquisadores, basta solicitar

por e-mail a um dos autores.
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(a) Configuracdo periodica de Rgs com (b) Configuracao periodica de Ra34 com
Rasa. Rogg.

T ey

(c¢) Configuragio perfodica de Rigo com (d) Configuragdo periodica de Ras2 com
Raso. Rieo0.

(e) Configuragdo periodica de Ra24 com (f) Configuracgéo periodica de Ras0 com
Raso. Raoy4.

Figura 2: Configuragoes periddicas entre regras selecionadas que geram resultados de classe I.
Fonte: Autores.

Todavia, algumas das configuragbes periddicas ndo pertenciam a classe homogénea (I), mas
sim a periédica (II). A lista destes casos é apresentada na Tabela 3 e alguns exemplos dessas
configuracoes sao ilustrados nas imagens da Figura 3.

Diante destas observagdes, foi definido, como resultado principal, o seguinte teorema:

Theorem 3.1. Todas as configuragoes periédicas de ACEs de Classe I com Classe I de Wolfram
pertencem a classe homogénea (Classe I) ou a classe periddica (Classe II), conforme listadas nas
Tabelas 2 e 3.
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Tabela 3: Tabela de configuragoes de regras periddicas de Classe I com I e que levam a Classe II.

Configuragoes periédicas em Classe II de Wolfram
0+235 | 84252 | 404235 | 64+239 | 96+252 | 1364234 | 160+254 | 192+252
0+239 | 84253 | 404238 | 64+249 | 96+253 | 1364238 | 1684234 | 1924253
0+249 | 84254 | 404239 | 64+250 | 96+254 | 1364239 | 1684238 | 224+234
0+251 | 84255 | 404249 | 64+253 | 96+255 | 1364248 | 1684248 | 2244238
04253 | 324235 | 404250 | 64+254 | 1284235 | 136+249 | 168+252 | 2244248
0+255 | 32+239 | 404251 | 96+235 | 1284239 | 1364252 | 1924234 | 224+252
84235 | 32+249 | 404252 | 96+238 | 1284249 | 136+253 | 192+235
84238 | 324250 | 404253 | 96+239 | 1284250 | 1604235 | 192+238
8+239 | 32+251 | 40+254 | 96+246 | 128+253 | 1604249 | 192+239
84249 | 324253 | 404255 | 964250 | 1284254 | 1604250 | 192+248
8+251 | 324255 | 644235 | 96+251 | 1364234 | 1604251 | 192+249

(g) Configuracdo periodica de Rgs com (h) Configuracdo periodica de Ra35 com
Rass. Rogs.

(i) Configuracao periodica de R4 com (j) Configuracao perfodica de Ras0 com
Raso. Ryo.

Figura 3: Combinagoes periddicas entre regras selecionadas que geram resultados de classe II.
Fonte: Autores.
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