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Resumo. Apresentamos neste trabalho duas atividades para explorar conceitos e construgdes
geométricas tridimensionais empregando o GeoGebra 3D, associando geometria, historia da ma-
temaética e arte. As atividades abordam a duplicagdo do cubo e a releitura da fachada do Museu
Oscar Niemeyer, e podem ser aplicadas nas disciplinas de geometria da Licenciatura em Matematica
e também na Educagado Bésica, nesta com algumas adaptaces. Concluimos que o GeoGebra 3D é
uma ferramenta fantastica para desenvolver a concepgao espacial de estudantes e professores(as), e
que as atividades propostas estdo em consonéncia com o que estabelece a Base Nacional Comum
Curricular sobre o uso de tecnologias digitais e o desenvolvimento do pensamento computacional
no ensino de matematica.
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1 Introducao

A Base Nacional Comum Curricular (BNCC) [1] e o Referencial Curricular para o Ensino
Médio do Parana (RCEMP) [17] enfatizam, em suas competéncias e habilidades especificas, o
uso de tecnologias digitas e o desenvolvimento do pensamento computacional. A insercao das
tecnologias em sala de aula permite desenvolver as competéncias gerais da BNCC, particularmente
a competéncia 5:

Compreender, utilizar e criar tecnologias digitais de informagao e comunicagao de forma
critica, significativa, reflexiva e ética nas diversas praticas sociais (incluindo as escolares)
para se comunicar, acessar e disseminar informacgoes, produzir conhecimentos, resolver
problemas e exercer protagonismo e autoria na vida pessoal e coletiva ([1], p. 9).

Em Matemética, “é evidente a necessidade do uso das tecnologias, incluindo as digitais, para
introdugao, compreensao, visualizagao, construgao, comparacao e operagao de muitos conhecimen-
tos matematicos. As tecnologias colaboram, inclusive, com o desenvolvimento do pensamento
computacional” ([17], p. 508).

O Parecer CNE/CES 1.302/2001 ([2], p. 4) destaca, nas competéncias e habilidades proprias
do(a) educador(a) matematico(a), a capacidade de “desenvolver estratégias de ensino que favoregam
a criatividade, a autonomia e a flexibilidade do pensamento matemaético dos educandos”.

Espera-se entdo que os(as) futuros(as) professores(as) de mateméatica na Educacao Basica se-
jam capazes de utilizar recursos tecnologicos e computacionais para desenvolver atividades para o
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ensino, particularmente em geometria. E os(as) mesmos(as) nao serdo capazes de empregar tecno-
logias digitais em sala de aula se ndo forem instrumentalizados(as) em seus cursos de formagao.

Uma das tecnologias digitais que pode ser empregada nas aulas de geometria é o GeoGebra |8,
10], um software gratuito de geometria dinAmica, de acesso remoto, e com um vasto repertorio de
atividades e materiais didaticos disponiveis em sua plataforma [9, 11, 21].

Desta forma, propomos neste trabalho duas atividades [14, 16] para desenvolver /aperfeicoar as
concepgoes espaciais com o GeoGebra 3D [12, 13, 19, 20]. As atividades exploram a duplicagio do
cubo e a releitura de imagens, e podem ser aplicadas nos cursos de geometria da Licenciatura em
Matematica e da Educagao Bésica, nesta com algumas adaptagoes.

2  Duplicagao do cubo

A duplica¢do do cubo, a trisse¢ao do angulo e a quadratura do circulo sdo problemas geo-
métricos impossiveis de serem solucionados apenas com régua e compasso, até que a teoria de
Galois (1811-1832), desenvolvida no século XIX, forneceu a prova matematica definitiva de sua
impossibilidade. Entretanto, a busca pela solucao desses problemas influenciou a geometria grega e
fomentou diversas descobertas, tais como as se¢Oes cOnicas, as curvas cubicas e quarticas e diversas
curvas transcendentes [7].

Para Eves ([7], p. 135), “ha indicios de que o problema da duplicacdo do cubo possa ter se
originado nas palavras de algum poeta (talvez Euripedes) grego antigo, ignorante em matematica,
ao descrever a insatisfacdo do mitico rei Minos com o tamanho do tumulo erguido para seu filho
Glauco”.

Diante desse fato, o rei Minos ordenou que o tamulo do seu filho Glauco fosse duplicado. Para
tanto, por influéncia do poeta, o rei acreditou que bastaria duplicar as dimensoes do ttamulo, isto
é, comprimento, largura e altura.

Essa falha matematica da parte do poeta levou os gedmetras a abragar o problema de
como dobrar um dado sé6lido mantendo-se sua forma. Nenhum progresso parece ter
havido quanto & solugao até que, algum tempo mais tarde, Hipocrates descobriu sua
famosa reducdo [...] ([7], p. 135).

Apoés o dilema do rei Minos, a duplicagao do cubo voltaria & tona com a construcao do altar
para o deus grego Apolo, considerado patrono da misica e da arte, com poderes sobre a morte. Em
seu templo, construido na ilha grega Delos, Apolo (ou deus do Sol) era venerado por aqueles(as)
que desejavam suas previsoes. A duplicacao do altar de Apolo é relatada no Problema 2.1 segundo
Contador [3]).

Problema 2.1. Quando uma peste assolou Atenas, dizimando cerca de um quarto de sua popu-
lagao, inclusive fazendo Péricles uma de suas vitimas, os habitantes, desesperados, enviaram uma
delegag¢ao em busca de auzilio para a ilha de Delos, mais precisamente ao templo de Apolo. Neste
templo havia um altar em forma de cubo e, em troca do fim da peste, a divindade fez um pedido:
erguei-me um altar igual ao dobro do jd existente e a peste cessard.

Segundo Domingues [6], Hipocrates de Quio (c. 440 a.C.) reduziu o problema da duplicagao do

cubo as médias proporcionais x e y aos segmentos de comprimento k e 2k, ou seja:

x
. 1
z y 2k (1)
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3
Da proporgao (1), segue que:
2

a’ :kyiy:%; (2)
y? =2ka; (3)
ry =2k (4)

Substituindo (2) em (4), obtemos que:

x3 =2k3;

x=v2k. (5)

Na relacao (5), « é a medida da aresta do cubo duplicado enquanto que k é a medida da aresta
do cubo original.

Apo6s Hipocrates, outros matemaéaticos também tentaram solucionar o problema da duplicagao
do cubo, conforme a citagao abaixo.

Dessas, uma das mais antigas, e certamente uma das mais notéveis, na forma de uma
solu¢do por geometria superior, foi dada por Arquitas (c. 400 a.C.). Sua solugao
consiste em achar um ponto de interseccao de um cilindro circular reto, um toro de
didmetro interior zero e um cone circular reto! Essa solucao langa alguma luz sobre a
extensao pouco comum que a geometria deve ter atingido naqueles tempos remotos. A
solugao de Eudoxo (c. 370 a.C.) se perdeu. Menaecmo (c. 350 a.C.) deu duas solugoes
do problema e, tanto quanto se sabe, inventou as sec¢oes cOnicas para esse propodsito.
Atribui-se a Eratostenes (c. 230 a.C.) uma solugdo posterior usando dispositivos me-
canicos e outra, por volta da mesma época, a Nicomedes. Uma solugao ainda posterior
foi oferecida por Apolonio (c. 225 a.C.). Dioclés (c. 180 a.C.) inventou uma curva cha-
mada cissoide com o mesmo objetivo. E, obviamente, descobriram-se modernamente
muitas solu¢oes mediante curvas planas superiores ([7], p. 135).

O matematico Menaecmo (c. 350 a.C.), discipulo de Eudoxo, amigo de Platao (427 — 347 a.C.)
e membro da Academia de Platdo, “|...] fez a descoberta dessas curvas (2 = ky, y*> = 2kz e
xy = 2k?) por volta de 360 a.C. e mostrou que a intersecao delas daria as médias requeridas no
problema, ainda que nao construidas com régua e compasso” ([5], p. 146). De acordo com Eves [7],
sao duas as contribuigdes de Menaecmo a solugao do problema da duplicagao do cubo.

1 Empregam-se duas pardbolas, com vértices comuns e eixos perpendiculares, tais que o latus
rectum (lado reto)? de uma ¢é o dobro do latus rectum da outra. Esta construcio pode ser
efetuada com o auxilio das equacoes (2) e (3), ou seja, 2 = ky e y? = 2kz, derivadas da
proporcao (1) de Hipocrates.

2% Considera-se a intersecao entre uma parabola e uma hipérbole equilatera que tem como
assintotas o eixo da parabola e a tangente a esta que passa pelo vértice. Esta construgao
pode ser efetuada com o auxilio das equacdes (2) e (4), ou seja, 2 = ky e vy = 2k?, derivadas
da proporgéo (1) de Hipocrates.

Atividade 2.1. Com o GeoGebra 3D, duplicar o cubo de aresta k utilizando a primeira estratégia
de Menaecmo.

40 latus rectum de uma conica é definido como sendo a corda focal, ou segmento de reta que passa por um dos
focos da conica e tem extremidades pertencentes & mesma, cujo comprimento é minimo.
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Construimos no GeoGebra uma atividade dindmica, cujo passo a passo esta descrito em Oli-
veira [14, 15], que permite, atraves de um controle deslizante, alterar o valor da medida k e observar
0 que ocorre com as parabolas e os segmentos que definem as arestas do cubo e do cubo duplicado.
Disponibilizamos essa atividade em https://www.geogebra.org/calculator/ugpvcbmz.

Usando o GeoGebra na opgao de janela 3D, criamos um cubo de aresta k e outro cubo de aresta
{/2k — Figura 1. Assim, dados um cubo C de aresta k e um cubo D de aresta /2 k, temos que o
volume V de C é V(C) = k® e o volume V de D é V(D) = 2k3. Portanto: V(D) = 2V(C).

o eq3)

eq2

Figura 1: Cubos de arestas k e v/2k, com k = 4 [14].

No link https://www.geogebra.org/classic/gmsk8jgv, fornecemos uma atividade construida
no GeoGebra que permite observar a duplicagdo do cubo alterando-se o valor de k no controle des-
lizante.

3 Releitura da fachada do Museu Oscar Niemeyer

Uma releitura é a agao de reinterpretar, acrescentando algo novo e original. A releitura de uma
obra é a criacdo de uma nova obra, ressignificando a obra anterior. Na ressignificagdo, o autor da
nova obra confere um toque pessoal & obra anterior.

De acordo com Daniel ([4], p. 16): “Fazer uma releitura de uma obra é expor a sua interpretacao,
sem fugir da ideia original. E recriar com novos elementos, mas que seja possivel identificar que a
obra original foi utilizada como inspiragao”.

Atividade 3.1. Reinterpretar a fachada do Museu Oscar Niemeyer (MON) com o GeoGebra 3D.

A autoria das adaptagdes e do anexo, popularmente denominado de olho - Figura 3(a), do
Museu Oscar Niemeyer em Curitiba é do reconhecido arquiteto Oscar Niemeyer.

Oscar Niemeyer, um dos maiores nomes da arquitetura moderna internacional, nasceu
no Rio de Janeiro, em 15 de dezembro de 1907 e morreu em 5 de dezembro de 2012,
aos 104 anos. Tem ao redor do mundo mais de 600 projetos arquiteténicos e é um dos
representantes mais reconhecidos da arquitetura moderna. Foi o arquiteto designado
para dar vida ao anexo do Olho e tornar o MON uma obra de arte por si s6 ([18], n.p).
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O MON é considerado atualmente o maior museu da América Latina, com aproximadamente 35
mil metros quadrados de area construida e cerca de 17 mil metros quadrados de area expositiva [18§].

A reinterpretagdo da fachada do MON no GeoGebra 3D exige a construcido de estruturas
simples, tais como: planos que simulam o chao, o espelho d’4dgua e o céu; prismas que representam
a base do olho e o prédio principal. Contudo, ha estruturas mais complexas, como o olho e a rampa
de acesso.

Para modelar a estrutura do olho, empregamos uma parabola e uma hipérbole — Figura 2(a);
para simular a rampa de acesso, utilizamos segmentos de reta e arcos de circunferéncia. A Figura
2(b) ilustra a construgéo final no GeoGebra 3D.

AL POO 4L N =S
A=(0.0) =N

T
c=(0,2)

D=(02)
liy-4

a: Pardbola(D, 1)
=iay=12

© 13,00 - 50,91y = 4164
£ = (149273, 1.17028)
Intersesio(q, EixoY)
=F=(03)

L = (2668041620384, -0.0018167439013

+0 © o0 ®© @ 0 0 o7

(b)

Figura 2: MON no GeoGebra 3D: (a) curvas para definir o formato do olho [16]; (b) estrutura
final [14, 16].

O passo a passo da releitura do MON esta descrito em Oliveira [14-16]. Uma visualizac¢ao
tridimensional 360° est& disponivel em https://www.geogebra.org/classic/yjpchesd. Finda a
reinterpretagao, podemos comparé-la & obra original — Figura 3.
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(b)

Figura 3: MON: (a) fotografia [18]; (b) releitura no GeoGebra 3D [14].

4 Consideracgoes Finais

Neste trabalho, propomos duas atividades para aplicar conceitos geométricos e aprimorar a
concepcao tridimensional. As atividades foram desenvolvidas com o GeoGebra 3D e abordam o
problema geométrico classico da duplicagdo do cubo e a releitura da fachada do Museu Oscar
Niemeyer.

As atividades podem ser desenvolvidas na Licenciatura em Matematica e também na Educacao
Basica. Nesta, particularmente na reinterpretacdo da fachada do Museu Oscar Niemeyer, sugerimos
que o(a) professor(a) de matematica empregue duas parabolas [16] ao invés de uma parabola e uma
hipérbole.

Além de associar matemaética, arte e historia da matemaética, almejamos que as atividades
motivem professores(as) e estudantes a utilizar tecnologias digitais em sala de aula, colocando em
pratica dessa maneira o que preconizam a BNCC e o RCEMP.
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