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Resumo. Apresentamos neste trabalho uma tesselagdo com tridngulos hiperbolicos no disco de
Poincaré, um modelo de geometria nao euclidiana no plano. Construimos a tesselagdo empregando
o GeoGebra, um software gratuito e de acesso remoto, agregando ao menu basico do aplicativo as
ferramentas hiperbélicas disponiveis em paginas da sua plataforma. Atividades abrangendo tessela-
¢oes hiperbdlicas, como aquela aqui apresentada, podem ser exploradas no curso de geometrias nao
euclidianas da Licenciatura em Matemética, e podem também ser adaptadas para o Ensino Mé-
dio. Concluimos que o GeoGebra é uma excelente ferramenta para motivar/desenvolver o estudo
de geometrias nao euclidianas, e que atividades com tesselagbes promovem a interdisciplinaridade,
associando matematica e arte.
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1 Introducao

A geometria de Euclides [8] esta fundamentada em cinco postulados, dentre eles o postulado das
paralelas. As investigagoes acerca da nao evidéncia desse postulado originaram as geometrias nao
euclidianas. Uma das consequéncias dessas novas geometrias “|[...] foi a libertagdo da geometria de
seus moldes tradicionais. Despedagou-se uma conviccao secular e profundamente arraigada de que
apenas uma geometria era possivel e abriu-se caminho para a criagao de muitos outros sistemas
geométricos” (9], p. 544). Duas dessas novas geometrias sdo a geometria esférica [14-17] e o
modelo do disco de Poincaré [1, 3].

As geometrias nao euclidianas embasam Ciéncias, como a cartografia (geometria esfé-
rica), e teorias, como a teoria da relatividade (geometria Riemaniana). Assim, consti-
tuem um tema pertinente & formacao do professor de matematica e deveriam constar
nos curriculos dos cursos de Licenciatura em Matematica ([2], p. 18).

O Referencial Curricular para o Ensino Médio do Parand (RCEMP) [18] destaca a importan-
cia do estudo de geometrias nao euclidianas na Educagao Basica. Infelizmente, a Base Nacional
Comum Curricular (BNCC) [4] nao faz o mesmo.

Com relagao as geometrias nao euclidianas, elas surgem entre o final do século XVIII e
o inicio do século XIX e ganham importancia no inicio do século XX com a Teoria da
Relatividade Geral e, posteriormente, com o desenvolvimento da Teoria dos Fractais.
[...] O seusurgimento mostrou que, para compreender diversos problemas da realidade e
do mundo cientifico, além das relacoes matematicas com a propria geometria euclidiana
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é necessério incorporar na FEducagao Basica o estudo das geometrias nao euclidianas
([18], p. 541).

Enquanto a BNCC propoe cinco unidades teméaticas de matematica para o Ensino Fundamental,
o RCEMP propoe quatro: nimeros e algebra; grandezas e medidas; geometrias; tratamento da
informacao. Na unidade teméatica geometrias, “o uso das tecnologias digitais, como os softwares de
geometria dindmica, é uma ferramenta importante no desenvolvimento de atividades exploratorias
e investigativas que envolvem os contetdos relacionados as geometrias” ([18], p. 542).

No RCEMP, a habilidade especifica EM13MAT105 estabelece: “Utilizar as nogoes de transfor-
magoes isométricas (translagdo, reflexdo, rotacdo e composigoes destas) e transformagoes homo-
téticas para analisar diferentes produgbes humanas como construgoes civis, obras de arte, entre
outras” ([18], p. 43). Para essa habilidade, os objetos de conhecimento incluem as geometrias nao
euclidianas, e os conteidos, nogoes de geometria eliptica e hiperbolica.

Desta forma, propomos neste trabalho uma atividade sobre geometrias nao euclidianas [1,
2]. A atividade aborda a construgdo de uma tesselagdo com tridngulos hiperbolicos no disco
de Poincaré, um modelo de geometria hiperboélica no plano, e foi planejada para ser aplicada
na Licenciatura em Matematica, podendo ser adaptada para o Ensino Médio. Construimos a
tesselagdo no GeoGebra [10, 11], um aplicativo de geometria dindmica. Na atividade, relacionamos
matematica e arte [7, 12, 13].

2 O disco de Poincaré

O disco de Poincaré - Figural(a) [1, 3| é a regido do plano delimitada por uma circunferéncia
(disco) unitéaria, munida de uma unidade para medir distancias no contexto da geometria hiperbo-
lica, isto &, a métrica hiperbodlica. Mais especificamente, o modelo é o disco D, de centro O = (0, 0),
definido pelos pontos z € C que estao a uma distancia de O menor do que a medida do raio unitario
(R=1) de D, isto é&,

D={2€C;|z|<1}={(x,y) e R%2? +y* < 1}. (1)

(a)

Figura 1: (a) Disco de Poincaré [1]; (b) retas hiperbolicas no disco de Poincaré [1].
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No disco unitario (1), os pontos que equidistam de O = (0, 0), ou seja, que estao a uma distancia
unitaria de O, constituem os pontos da fronteira F de . Estes pontos sao denominados pontos
ideais ou pontos assintoticos. Assim:

F={2eC;|z|=1} ={(z,y) e R* 22 + 4 = 1}. (2)

A Figura 1(a) ilustra o disco de Poincaré D e sua fronteira F. O conjunto dos pontos de fronteira
(2) de D é uma circunferéncia unitaria de centro O = (0,0). No disco de Poincaré, os pontos da
fronteira F estao no infinito.

No modelo do disco de Poincaré, a reta, denominada geodésica ou d-linha, define a menor
distancia entre dois pontos. Uma d-linha é uma parte de uma circunferéncia euclidiana contida no
disco D e que intersecta a fronteira ' de D em dois pontos distintos, determinando nesses pontos de
fronteira dois angulos retos, como ilustra a Figura 1(b). Desta forma, se P é um ponto pertencente
a D, entdo ha uma infinidade de d-linhas que passam por esse ponto.

Um poligono hiperbélico é uma regiao aberta de D limitada por um ndmero finito de segmentos
geodésicos (partes de d-linhas), denominados lados. Um poligono hiperbolico é denominado ideal se
todos os vértices pertencem & fronteira F de ID; é denominado regular se todos os lados hiperboélicos
sao congruentes. A Figura 2 ilustra tridngulos hiperbolicos no disco de Poincaré. Nesses triangulos,
a soma dos angulos internos é menor do que 180° [1, 3].

Y

Figura 2: Triangulos hiperbélicos no disco de Poincaré [1].

Um circulo hiperbélico é o conjunto dos pontos que estao a uma distancia hiperbdlica fixa r
de um ponto dado C', que também é fixo, ou seja, o circulo hiperbolico de raio r e centro C é o
conjunto definido por {z : d(C,z) = r,z € D} ([3], p. 373). Um fato notavel é que todo circulo
hiperbélico é um circulo euclidiano [3]. A Figura 3 ilustra dois circulos hiperbélicos no disco de
Poincaré, construidos com as ferramentas hiperbolicas do GeoGebra. Observa-se que o centro O
de C" esta deslocado. Isto ocorre quando o circulo hiperbolico esta proximo da fronteira F de D.
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Figura 3: Circulos hiperbolicos C' e C’ no disco de Poincaré [1, 2].

3 Tesselagoes hiperbdlicas

Tesselar, cujos sindénimos sao ladrilhar, pavimentar ou construir mosaicos, consiste em recobrir
uma superficie bidimensional, finita ou infinita, empregando como unidades basicas poligonos ou
outras figuras, congruentes ou nao, de maneira que nao existam espacos entre as unidades bésicas
de recobrimento e/ou sobreposigdes das unidades béasicas de recobrimento [1].

As tesselagbes estdo presentes na arquitetura antiga e também na arte moderna. Quanto a
esta ultima, destacam-se as obras de Maurits Cornelis Escher (1898-1972) [7], artista grafico ho-
landés mundialmente famoso por suas xilogravuras e litografias que brincam com o preenchimento
regular do plano euclidiano, exploram concepgoes do infinito (principalmente no disco) e usam
transformacoes geométricas.

Uma tesselagao no plano hiperboélico é uma decomposi¢ao deste em poligonos hiperbélicos, de
maneira que os poligonos cubram o plano hiperboélico e tenham em comum somente vértices e
lados. Podemos construir tesselagbes hiperbélicas no disco de Poincaré com o GeoGebra [10, 11].
Contudo, as ferramentas hiperbolicas ndo constam no menu basico do GeoGebra. As ferramentas
hiperbolicas

1. HypCircle,
2. HypDistance,
3. HypRay,
4. HypSegment e
5. HypLine,
ilustradas na Figura 4, podem ser baixadas de Christersson [5] e agregadas ao GeoGebra.

Atividade 3.1. Construir uma tesselacao com tridngulos hiperbdlicos no disco de Poincaré em-
pregando as ferramentas hiperbdlicas do GeoGebra.
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Figura 4: Tela do GeoGebra com as ferramentas hiperbolicas béasicas [1, 2].

Empregando o conceito de circulo hiperbdlico e as ferramentas hiperbélicas ilustradas na Figura
4, construimos uma tesselagao com tridngulos hiperbolicos no disco de Poincaré. A Figura 5 ilustra
algumas etapas da construgao, cujo passo a passo esta descrito em https://revistas.pucsp.br/
index.php/IGISP/article/view/55907/40947.
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Figura 5: Tesselagdo com triangulos hiperbolicos no disco de Poincaré [1, 2].
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Podemos recobrir o disco de Poincaré utilizando outros poligonos hiperbolicos [3]. A Figura 6
ilustra etapas da tessela¢do com pentagonos hiperbolicos [6].

3

Figura 6: Tesselagdo com pentagonos hiperbolicos no disco de Poincaré [6].

4 Consideracoes Finais

Propomos neste trabalho uma atividade de tesselagao hiperbélica no disco de Poincaré utili-
zando as ferramentas hiperbolicas do GeoGebra. Para tanto, caracterizamos inicialmente o disco
de Poincaré e apresentamos as defini¢oes de reta hiperbodlica, de poligono hiperbélico e de circulo
hiperbélico.

Em nossa proposta de atividade, planejada para a Licenciatura em Matemética, enumeramos
um passo a passo para que o(a) leitor(a) interessado(a) possa reproduzir a tessela¢do no GeoGebra,
o que a diferencia das interagoes dinAmicas disponiveis na literatura [19].

Almejamos que este trabalho motive estudantes e professores(as) a empregar o GeoGebra para
estudar geometrias nao euclidianas, particularmente o disco de Poincaré, relacionando assim ma-
temética e arte e desenvolvendo o que propoem a BNCC e o RCEMP sobre o uso de tecnologias
digitais no ensino de matematica.
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