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Resumo. Este estudo propoe o controle do comportamento cadtico em reagoes quimicas de quatro
componentes presentes em um reator continuo com tanque agitado. A estratégia do controle linear
6timo utilizada tem como objetivo minimizar a equacao funcional de Hamilton-Jacobi-Bellman e
permitir a supressdo do comportamento caético do sistema. As simulagdes numeéricas indicaram que
a estabilidade do comportamento cadtico das reagoes quimicas neste sistema com quatro variaveis
foi alcancada satisfatoriamente. O movimento oscilatério cadtico das concentragbes de massa do
sistema multicomponente foi conduzido a uma flutuacgdo periddica senoidal estavel. Esta técnica
de controle foi eficiente para este problema e pode ser aplicada para outras reagées quimicas com
multiplos componentes.

Palavras-chave. Reagbes Quimicas, Controle Linear Otimo, Supressao de Caos.

1 Introducao

Os sistemas dindmicos evoluem ao longo do tempo e sao descritos por um conjunto de varié-
veis, sendo analisados por meio de equagoes diferenciais ou de diferencas. A teoria dos sistemas
dindmicos estuda propriedades como estabilidade, existéncia de solu¢oes tnicas, comportamento
cadtico, orbitas periddicas e trajetorias de longo prazo [12]. Com o desenvolvimento do calculo
diferencial e integral os conceitos iniciais de taxa de variagdo comecaram a ser utilizados para
descrever esses sistemas dindmicos. A abordagem newtoniana analitica teve éxito ao solucionar
problemas envolvendo duas varidveis, chamados de problemas de dois corpos quando aplicados
ao sistema solar. Cabia ampliar a estratégias para sistemas com maior numero de corpos. No
entanto, as geragoes seguintes, incluindo Pierre Laplace (1749-1827), constataram que mesmo os
problemas envolvendo trés corpos eram insolaveis analiticamente, ou seja, nao possufam solugao
analitica exata que descrevesse o movimento a partir de uma posigéo e velocidade iniciais [12]. A
possibilidade de modelar sistemas com trés ou mais corpos surgiu quando Henri Poincaré (1854-
1912) percebeu que as propriedades qualitativas das solugbes poderiam ser investigadas sem que
tais solugoes fossem determinadas explicitamente.

Muitos sistemas dindmicos como os modelos de previsao meteoroldgica apresentam sensivel
dependéncia das condigoes iniciais e comportamento aperiédico, sendo chamados de sistemas cad-
ticos [12]. Na analise do comportamento de sistemas dindmicos caoticos, o diagrama de fases, ou
espago dos estados, relaciona as variaveis envolvidas, sendo um plano para duas delas, um espago
tridimensional para trés varidveis e um hiperespago para n variaveis [12]. Em sistemas com mais
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de trés variaveis, é comum a construgao de diagramas bidimensionais que relacionam as variaveis
duas a duas. Para sistemas dindmicos continuos, o comportamento cadtico s6 pode surgir em trés
ou mais dimensodes e requer ainda a presenca de nao linearidades nas equagoes diferenciais.

A primeira proposta de criagao de uma teoria geral da estabilidade de sistemas din&dmicos
com trés ou mais variaveis, foi sugerida por Aleksandr Lyapunov (1857-1918). O trabalho de
Lyapunov desvinculou o problema da estabilidade dos estudos dos corpos do sistema solar [6].
A partir desse ponto, comegou a ser desenvolvida uma teoria mais ampla para a interpretagao
de sistemas dindmicos, no entanto, os termos anteriores, como trajetérias e érbitas, continuaram
sendo utilizados atualmente.

Um dos métodos utilizados para analisar o comportamento inicial de um sistema dindmico
¢ a determinagado dos expoentes (A) de Lyapunov. Esses expoentes fornecem uma medida da
sensibilidade as condicoes iniciais e da taxa média de divergéncia das trajetérias em torno de um
ponto de equilibrio [1]. Relacionado ao expoente de Lyapunov esta o conceito de atrator, que é
definido como um conjunto invariante para o qual 6rbitas proximas convergem depois de um periodo
relativamente longo. Os atratores estao associados ao conceito de estabilidade, pois as 6rbitas
tendem a contrair em torno dele no espago de fase quando o sistema é deterministico. Nos sistemas
cadticos deterministicos a presenga de um atrator indica que, embora as 6rbitas sejam aperiédicas,
elas circundam em torno desse ponto. Um atrator nessas condigoes é chamado de atrator estranho
cuja existéncia necessita de duas condigoes: pelo menos um expoente de Lyapunov maior do que
zero e dimensdo do espago de fases maior que trés [1]. Caso a soma de todos os expoentes seja
menor que zero, o sistema, além de cadtico, sera dissipativo, o que é crucial para a aplicagao
de fungoes de controle que introduzam pequenas perturbacoes capazes de estabilizar as orbitas
nao periodicas. Nas reagoes quimicas reversiveis e autocataliticos ha evidéncias experimentais da
presenca de comportamento caotico [4]. Essas reagdes sdo governadas por equagoes diferenciais
nao lineares e as evidéncias de caracteristicas deterministas foram consolidadas a partir dos anos
de 1980 [14]. Portanto, tornam-se essenciais nessas reagoes os métodos de controle capazes de
estabilizar esses sistemas instéveis em um ponto de equilibrio ou convergir as trajetérias para
orbitas periddicas. A necessidade de trajetorias otimas, que envolvem maéaxima produtividade e
reducao de custos operacionais, levou ao problema de controle linear 6timo em reagoes quimicas
cataliticas, objeto de estudos recentes [11]. Uma estratégia de controle amplamente utilizada para
estabilizagao desses sistemas esta relacionada a teoria de controle 6timo [2]. Esta abordagem utiliza
o método hamiltoniano [10], onde restrigdes nao lineares sao incluidas nas equagoes para gerar uma
funcdo objetivo apropriada. Para obter o controlador ideal para a tarefa requerida, utiliza-se o
principio do maximo ou minimo de Pontryagin [3]. Estratégias de controle 6timas sdo adequadas
para levar um sistema dindmico de um estado para outro, especialmente quando héa restri¢oes nas
variaveis de estado e nos controles de entrada.

Este estudo tem como propodsito sugerir a utilizagao de controle linear 6timo para estabilizar
o comportamento ca6tico de uma reagao quimica com quatro espécies componentes em um reator
continuo com tanque agitado (do inglés: continuous stirred tank reactors - CSTR). A metodologia
adotada ¢ baseada no sistema de controle 6timo desenvolvido por Rafikov e Balthazar [9]. Nesse
sentido, um controlador de feedback linear é empregado para controlar um sistema caodtico. A ideia
central é minimizar a equagdo funcional de Hamilton-Jacobi-Bellman por meio de uma fungao
de Lyapunov apropriada. O artigo estda organizado da seguinte forma: na secdo 2 o modelo
dindmico da reagao com quatro componentes é apresentado. Na secao 3 o projeto de controle
é aplicado e simulagOes numéricas sao realizadas. Por fim, sao indicadas as contribui¢oes para area
de modelagem e controle aplicados as reagoes quimicas.
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2 Modelo Dindmico da Reacao Quimica Envolvida

A anélise das reagoes quimicas em um reator é relevante para compreensdo da multiplicidade
em regime permanente, das instabilidades na saida e do comportamento dos pardmetros envolvidos
no processo. Para escolher as regioes 6timas de operagao, considerando restri¢coes termodindmicas
e cinéticas, que maximizem a produtividade do reator, garantam a seguranga do processo e me-
lhorem o custo de operacao, frequentemente é necessario empregar um sistema em malha fechada.
Esse sistema visa manter as varidveis nos pontos de ajuste selecionados. A operagdo de um reator
continuo com tanque agitado (CSTR), ilustrado na Figura 1, envolve um fluxo de entrada multi-
componente F que alimenta as reagées quimicas no reator e um fluxo de saida multicomponente
composto por um conjunto de variaveis de estado (X;) Essas variaveis podem ser medidas para
gerar as acoes do controlador u que atua na valvula C.

Figura 1: Modelo de um reator continuo com tanque agitado com controle por realimentagdo. Fonte:
elaborada pelos autores.

O controlador u na Figura 1 compara as concentragoes dos multicomponentes na saida com
um valor pré-estabelecido e aciona a vélvula de controle C' para realizar ajuste no fluxo multi-
componente de entrada. Esse sistema funciona em regime de malha fechada, também conhecida
como realimentacao feedback. A principal tarefa da valvula de controle C' é compensar, por meio
da manipulagao do fluxo de entrada, o tempo de residéncia dos reagentes no reator quimico, a fim
de obter a melhor taxa de reagao para o processo.

Para avaliar as operacoes de controle propostas, o modelo matemaético proposto por Kilory et al.
[5] foi utilizado como sistema de reagdo quimica com quatro componentes. Esse modelo apresenta
um sistema dindmico de quatro estados (X7, Xa2, X3 e X,) baseado no principio de conservagao
de massa. As seguintes suposigdes sdo consideradas ao desenvolver o modelo cinético: a reagao
quimica ocorre de forma homogénea em um reator com tanque agitado em operagao isotérmica;
as reacoes de X4 a X1, X4 a Xo e X7 a X5 seguem uma cinética de primeira ordem; o reagente
X1 atua como catalisador na produgao do composto X3; as duas reagoes de X; sao catalisadas
por X5 e X3; a reagao de X, é catalisada por X3. Além disso, todas as reagOes entre as espécies
quimicas seguem o modelo cinético de Michaelis-Menten [5]. As equagdes (1) a (5) representam as
vias cinéticas do processo:

X1— X7— Xo+ X3 (1)
X1 ¢ Xi— Xo (2)

X, — 2X5 — produto (3)
X3 — 2X5 — produto (4)
Xy — 2X7 — X3+ produto (5)

onde X parai = 1, 2, 3, 4 representa os complexos quimicos ativados correspondentes, os quais
sao considerados em estado pseudoestacionério. Esse modelo cinético é estendido para operacao
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continua do reator, que pode apresentar oscilagoes complexas. O modelo matemético é represen-
tado por um sistema de equagoes diferenciais ordinarias nao lineares, que sdo as equagoes (6) a
(9). Essas equagobes descrevem os balangos de massa para cada um dos compostos quimicos (X7,
X2, X3 e X4) em termos das concentragoes de massa (z1, X2, T3 e x4) correspondentes.

. 1T r1T3

=dy+ kszy — k - 6
T 0+ KsT4 1(E1+k 2x1+k (6)

. Z2
=k k k —k 7
T3 321 + K42 + KoZq 5x2+k (7)
T3 = dy + kegr123 — k723 (8)

. T3T4
= (k1g — ks — k —k 9
iy = (k1o — ks — ko)x4 TR (9)
sendo, x = [r1,Z9,x3,24] 0 vetor das concentra¢oes de massa e & = [i&y, 29, L3, 44] O vetor

das taxas de variagao temporais dessas concentragoes. Os pardmetros cinéticos apresentam os
seguintes valores: k1=1,0; k2=1,0; k3=1,0; k4,=0,25; K5=152,5; k¢=1,0; k7=130; kg=0,001; kg=1,0;
k10=1,051; k11=0,5; k=0,001. As condigbes iniciais correspondentes sdo: x19=129,1; x97=76,06;
230=0,5895; e x40=21,38, conforme sugerido por Killory e colaboradores [5]. Os parametros dy =
90 e d; = 2,2 sdo distarbios constantes, incluidos para simular a operagao realista do processo. A
evolugao temporal da concentragao das espécies quimicas e os planos de fase para os parametros
considerados s@o mostrados na Figura 2 [7].

A matriz jacobiana do sistema de equagoes (6) a (9), considerando os valores das constantes
cinéticas, apresentou um unico autovalor positivo (5,07) e trés autovalores negativos (—13, 30,
—10,58, —0, 10). Esse resultado evidencia a existéncia de trés pontos de estabilidade no sistema. O
célculo dos expoentes de Lyapunov resultou em trés valores positivos (A\;=0,093182; A2=0,091607;
A3=0,031976) e um valor negativo (A\y=—0,876800). O espectro dos expoentes [+,+,+,—] indica o
comportamento cadtico no sistema. Os expoentes positivos evidenciam a existéncia de um atrator
estranho, o que estd em concordancia com o diagrama de fase X, versus X; apresentado na
Figura 2e. O somatorio desses expoentes de Lyapunov (Zfﬁbzl A;=—0,66<0) caracteriza um sistema
dissipativo e garante a contragio no espago de fase [8]. Assim, o controle linear 6timo é proposto
com o objetivo de estabilizar o comportamento cadtico observado no sistema de quatro variaveis.

3 Controle Linear Otimo

3.1 Estratégia do Controle Linear Otimo

O controle linear 6timo para sistemas néo lineares, desenvolvido por Rafikov e Balthazar [9], é
sintetizado como segue. Seja a equagao diferencial de primeira ordem e a condigao inicial expressa
como:

dy

3¢ = W), y(0) =y (10)
A equagio (10) pode ser descrita na forma de variaveis de estado, a qual ndo é unica:

Jy

5 = Ay +aly)y+U (11)

U ¢ o vetor de controle que consiste de duas partes: u-feedforward e wus-feedback, tal que uy =
Bu, onde B representa uma matriz constante. Toma-se o desvio da trajetoria da equacao para a
trajetoria desejada, © = y — ¢, escrita como:

ox

Fri Az + G(y,9)x + Bu (12)
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onde G é uma matriz limitada e y caracteriza a trajetéria desejada. Considerando-se o teorema
devido a Rafikov e Balthazar [9], o qual afirma que se existem matrizes @ (simétricas) e R, positivo-
definidas, tal que @) também é positivo-definida, como expressa a equagao (13):

Entao, o controle u em (14)

u=—-R'B"Px (14)

¢ 6timo, no sentido de transferir o sistema nao linear dado, de qualquer estado inicial para o
estado final z(t;) = 0, quando o funcional J é minimizado:

t
j:/f(xTQx+uTRu)dt (15)
0

A matriz P é simétrica e satisfaz a condi¢do P(tf) = 0, e é obtida pelo célculo da equacdo nao
linear algébrica de Riccati, dada por:

P+PA+ATP—-PBR'BTP+Q =0 (16)

Além disso, existe uma vizinhanga da origem tal que a solugdo do sistema controlado é local-
mente assintoticamente estavel.

Jmin = X P(0)z, (17)

Bem como o sistema controlavel é globalmente assintoticamente estavel.

3.2 Aplicagao do Método de Controle e Simulagao Numérica

De maneira semelhante ao que ocorre em sistemas mecénicos [13], a aplicagdo do controle
linear 6timo no sistema de quatro variaveis permite estabilizar o comportamento cadtico em érbitas
periodicas. Reescrevendo o sistema de equagbes (6) a (9), e adicionando a funcdo de controle U
definida como & = Ax + g(x), obtém-se as equagoes (18) a (21):

T1T2 T1T3

t1 =do+ ksxa — k —k U 18
o 0 R 1$1—|—k 2$1+k+ ( )
To = kax1 + kaxo + koxy — ks ngi A (19)
T3 =di + kgr1x3 — k73 (20)
. L3Lg
= (k1o — ks — k —k 21
iq = (k1o — ks — ko)z4 TR (21)
1 rr — I1
As matrizes relacionadas com o sistema controlado sdo: B = 1 y = ? - ;2
3 — I3
1 Ty — j4
0 —0,0150 —0,9999 —0,9999 0,0010
- 0 1,0000 0,2349 1,0000 0
= o Q=14 0,5895 0 —0,9149 0
0 0 0 —0,4999 0,0349
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O controle da matriz R para o par [A, B] é obtido por R = [B|AB|A2B|A3B]. Assim, R = (1)

1,1146 —0,4964  0,3464  —1,6519
e, em seguida, a matriz P(t) é dada por: P = _00’31%24 (2)’ ?3;2 02’ 011704392 _Séogggo
—1,6519 3,0735 —3,6690 14,6312
Por fim, o controle 6timo é definido por:
u = 6181z + 1,74542x9 + 0,4497x3 + 1,4215x4 (22)

Os resultados do método de controle linear 6timo proposto sdo mostrados na simula¢ao nu-
mérica da Figura 3. Apods a aplicacao do controle em 100 segundos, ocorre a estabilizacao das
concentracoes dos quatro componentes, em flutuagoes periddicas em torno dos valores das concen-
tragoes desejadas, como ilustra as Figuras 5a, 5b, 5c e 5d. Tanto o diagrama de fase x5 versus 1
da Figura 5e, quanto o diagrama de fase x4 versus z3 da Figura 5f, mostram a convergéncia da
trajetoria para um ponto fixo.

1 ik ll

” H‘ 1" H‘H\

&Ll 5
‘ ‘\ H

Figura 2: Dinamica temporal do sistema com controle linear 6timo: (a) Concentragao de z1; (b) Concen-
tragao de x2; (c¢) Concentragao de xs; (d) Concentragio de x4; Planos de Fase: (e) z2 versus z1 e (f) x3
versus 4. Fonte: elaborada pelos autores.

4 Consideracoes Finais

Neste estudo, propomos um método para controlar o comportamento cadtico de reagdes quimi-
cas associadas as concentragoes de quatro componentes em um reator continuo com tanque agitado.
Para solucionar as flutuagoes cadticas presentes, aplicamos a técnica de controle linear 6timo a um
sistema de equacgoes diferenciais que governam as taxas de variacao das concentracoes de massa
das espécies quimicas. Apos a acdo do sistema de controle, o comportamento cadtico das flutua-
¢oes de concentragao convergiu para oscilagoes periodicas em torno da concentracao desejada. Os
resultados evidenciam a eficicia do controlador linear 6timo proposto na resolugao do problema de
instabilidade. Esta estratégia pode ser aplicada a sistemas de reagoes quimicas multicomponentes,
facilitando o projeto de processos industriais que utilizem reatores de fluxo continuo.
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