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Resumo.

Neste trabalho estuda-se o problema da sincroniza¢do de pontos fixos em redes regulares com aco-
plamento difusivo e atrasos temporais. Considerando o cenério da bifurcagdo de Hopf, é possivel
estabilizar a solucao sincrona ao ponto fixo instavel em termos do parametro geral de acoplamento e
do atraso temporal. Os dominios de estabiliza¢do, no espago de parametros, reaparecem periodica-
mente de acordo com o atraso temporal. A frequéncia de reaparecimento é linearmente proporcional
ao numero de multipartigoes ciclicas do grafo.
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1 Introducao

As redes complexas representam uma abordagem poderosa para o estudo e entendimento do
funcionamento de sistemas interagentes. Exemplos surgem nos campos da neurociéncia, engenha-
ria, sociologia, dentre outros [5, 7, 10].

Os atrasos temporais estao tipicamente presentes em modelos dindmicos de redes mais realis-
ticos com elementos interagentes. Este é o caso em redes neuronais [1], lasers [8], dinAmica de
trafego [6], entre outras aplicagGes.

Muitos sistemas naturais possuem solugoes instaveis e, a estabilizagao delas pode ser de grande
interesse. Por exemplo, a estabilizacao de pontos fixos instaveis encontra aplica¢ées na dinamica
de lasers [9]. Uma estratégia eficiente para a estabilizagdo de pontos fixos é introduzir um atraso
temporal. Essa abordagem é nao-invasiva, pois o atraso temporal nao altera a solucao original do
sistema dindmico.

No presente trabalho, para a estabilizacao das solugoes de equilibrio, a estratégia é usar as
redes regulares de elementes interagentes com atraso temporal no acoplamento. Desta forma, o
atraso temporal nao é uma propriedade do sistema isolado, mas sera devido a comunicagao entres
os elementos na rede. Fazendo a analise local da estabilidade das soluc¢oes de equilibrio, é possivel
estudar em detalhes o controle destas solucGes sincronas nas proximidades da bifurcagao de Hopf.
Especificamente, as principais contribuigoes deste artigo sao:

- Obtencao de condigoes necessérias e suficientes para a estabilizacao de solugoes de equilibrio
instaveis em redes regulares com atraso temporal.

- Investigacao da correspondéncia entre a estrutura do grafo regular e o dominio de controle.

Esse artigo abordada uma versao simplificada do modelo dindmico estudado na Ref. [3], com
novidade nos exemplos, e é dividido em quatro principais se¢oes. Na Secao 2 seré apresentado o
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modelo de rede, que delimita as condigoes do presente estudo. Na Secao 3 estuda-se a lineariza-
¢ao do modelo dindmico. Na Secao 4 sao apresentados os resultados princiais, e na Segao 5 sao
trabalhadas as exemplificagoes da teoria.

2 Modelo Dinamico da Rede

Nesse trabalho, estuda-se o problema da sincronizagao de pontos fixos em redes regulares com
acoplamento difusivo e com atrasos temporais. Especificamente, considera-se o modelo dindmico

N

%;j(t) = F(xj(8) + &) Aje (xelt =) = x;(t) (1)

£=1

de N osciladores idénticos. A dinAmica isolada é caracterizada pela fungao suave f(x): R® — R*.
As iteragGes sdo contabilizadas pela matriz de adjacéncia A = [Ag]} j—1 em que Ag; =1 se existe
uma conexao do n6 ¢ ao né j e Ag; = 0 caso contrario. O paramtero x > 0 é um acoplamento
global (tnico) e 7 > 0 representa o atraso temporal da iteragao entre os nos, também tnico para
todos os noés interagentes. O caso de acoplamentos distintos, isto é, k = ky;, pode ser tratado
usando-se uma fungao de iteragao entre os nos. Este seria um modelo ainda mais realista, porém
necessita de uma analise qualitativa mais abrangente [3].

Suposicao 2.1. A dindmica isolada é caracterizada pela fungdo suave f(x) : R® — RS, a qual
apresenta um unico ponto fixo instdavel com bifurca¢ao de Hopf. Os unicos autovalores instdveis da
matriz Jacobiana de f(x) no ponto fizo sao o & Bi, com 0 < o < 1.

Suposicao 2.2. O grafo correspondente a matriz de adjacénica no modelo (1) serd considerado
d-reqular e fortemente conexo.

Com a Suposi¢ao 2.2, a Teoria de Perron-Frobenius pode ser utilizada para carcterizar os
autovalores da matriz de adjacéncia. Especificamente, se 04 é o raio espectral de A, entao os
autovalores {01, 09, -+, 0} no circulo espectral sdo da forma

9
Jqd~exp< 77;qz>’

em que ¢ é a unidade imaginaria. O ntumero m é chamado de indice de imprimitividade, e com a
Suposicao 2.2, esse indice representa o numero de multi-partigoes ciclicas do grafo.

3 Equacao Variacional
A linearizacao da Eq. (1) nas proximidades da solucao de equilibrio x = x* sera

N
G(t) = Jp(t) — wdj(t) + kY Aj(t —7) (2)

(=1

onde x(t) = x* +¢(t) e Jy é a matriz Jacobiana de f(x) avaliada em x* e d; é o grau do vértice j.
Na forma bloco-matricial, a Eq. (2) se lé

U(t)=[In®J; — k(D@ I)U(t) + k(AR L)Vt —T) (3)

onde ¥ = (v1,--- ,9n)T, I, é a matriz identidade de tamanho s, D = diag(dy,ds, -+ ,dy) e @
representa o produto de Kronecker.
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Utilizando a Suposigao 2.2, a matriz de adjacéncia induz naturalmente uma mudanga de coor-

denadas. Seja A = RAR™! com A = diag(oy,02, -+ ,0N) contendo os autovalores de A. Aplicando
a mudanca de variavel £(t) = (R7! @ I5)¥(t), a Eq. (3) fica
£(t) = [In ® Jp — kd(Iy ® L,)JE(t) + k(A ® I,)E(t — 7), (4)

a qual é separavel em N equagoes diferenciais lineares com atraso, desacopladas:

&) = [Jy — kdL]E;(t) + rosé;(t — 7). (5)

O espectro da Eq. (5) consiste dos niimeros complexos A, correspondentes a solugdo particular
&;(t) = eMvj, com v; € R®. A parte real de \ determina a estabilidade da solugao trivial &;(t) = 0,
que por sua vez determina a estabilidade local da solugdo de equiibrio x = x* da Eq. (1).

Substituindo &;(t) = e*v; na Eq. (5), obtemos o problema de autovalor e autovetor

(=M, + Jp — kdI, + koje I )v; =0, j=1,---,N, (6)

o qual se desbrobra em sua equagao caracteristica transcedental
A4 a+if — kd + rde ATH2T/M — (7)
onde ¢ = 1,2,--- ,m, o & Bi sao os autovalores instaveis de Jy, em acordo com a Suposicao 2.1.

2mqi
Para a obtencao da Eq. (7), foram utilizados apenas os autovalores g, = exp (Wq) no circulo
m

espectral da matriz de adjacéncia, pois eles lideram os modos mais instaveis, uma vez que a parte
real de A é uma func8o estritamente crescente em relacdo a |o;| [3]. A Eq. (7) pode ser resolvida
numericamente com o uso da fungao W de Lambert:

A=a—krd+if+ (1/7)W(rrdexp(2rqi/m — (o — kd + [3))). (8)

Mais detalhes sobre a funcgdo W de Lambert e a passagem da Eq. (7) para a Eq. (8) podem ser
encontrados em [4]. A Eq. (8) é utilizada para produzir o mapa de cores das ilhas de estabilidade,
apresentados nas Fig. 1 e 3, de modo que as areas coloridas sao aquelas em que R(\) < 0.

4 Analise da Bifurcacao

Além da abordagem numérica, a Eq. (7) pode ser analisada a partir da bifurcagao do valor
espectral A = v + iw, isto &, v = 0. Tomando o médulo na Eq. (7) e fazendo v = 0, obtemos os
valores imaginarios puros na bifurcacao:

wy = B+ V2kda — a2 (9)
As partes real e imaginaria da Eq. (7) podem ser separadas da forma

—v+a—kd+ kde " cos(—wT + 2mp/m) = 0.

—w+ B+ kde "7 sin(—wt + 2mp/m) = 0, (10)

com p = 0,1,---. Agora, resolvendo a Eq. (10) para w = wy e v = 0, obtemos duas curvas no
plano 7 x k (atraso x acoplamento) da forma

2mp . <wi - B >
~—— —arcsin

m Kkd

T:i:(’%ap) = Wy
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Teorema 4.1. Considerando as Suposi¢éoes 2.1 e 2.2, a solugao de equilibro da Eq. (1) é localmente
exponencialmente estdvel dentro das regides no plano ™ X k, chamadas de ilhas de estabilidade,
delimitadas pelas curvas da Eq. (11), sempre que elas se intersectam.

Somando-se as Equagoes (11) nos pontos em que as curvas se intersectam, entdo tem-se a
seguinte relagcao para os pontos de interseccao das curvas:

_m(2p+1)

TP_IBT’ p:071a2a"" (12)

Observagao 4.1. De acordo com a Eq. (12), a frequéncia do reaparecimento das ilhas de estabi-
lidade € inversamente proporcional ao nimero de multiparticées ciclicas do grafo.

5 Exemplos

Serdo considerados dois exemplos. O primeiro representando um caso bidimensional (Secéao
5.1) e o segundo representando um caso tridimensional (Se¢ao 5.2).

5.1 Osciladores de Van der Pol

Considere que o sistema isolado, isto ¢, a parte x = f(x) na Eq. (1), é o oscilador de Van der
Pol. Seu campo de vetores f : R? — R? pode ser escrito como

flz1,22) = (22, p(l — 2})zs — 21)
em que p é um parametro que controla o amortecimento.

A origem (0,0) é o tnico ponto fixo do sistema de Van der Pol. A bifurcagdo de Hopf acontece
em ;= 0. Para p < 0 a origem é localmente estéavel e instavel para p > 0, o que d4a origem a uma
orbita periddica. A matriz Jacobiana de f na origem é

0 1
= {1 u]’

e seus autovalores sdo p/2 + /u? —4/2, e assim a = p/2 e § = /4 — p?/2, na Suposigao 2.1.
Como considera-se 0 < p < 1, entdo a solucdo de equilibrio (0,0) é instavel, mas que pode ser
estabilizada com a interagao dos elementos de uma rede regular com atraso temporal.

Considerando dois osciladores acoplados, segundo o modelo (1), e com dinAmica isolada dada
pelo sistema de Van der Pol, obtém-se o diagrama de estabilidade apresentado na Figura 1.
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3.0 0.00
2.5 -0.02
2.0 A —-0.04
x 1.5 1 -0.06
1.0 4 -0.08
0.5 A ~0.10

0.0 2.5 5.0 7.5 10.0 125 15.0 17.5 20.0
T

Figura 1: Ilhas de estabilidade para dois osciladores de Van der Pol acoplados. O parametro
considerado foi g = 0.02 e portanto a = 0.01 e § = 0.99. A regido colorida é obtida numericamente
usando a Eq. (8) e a faixa de cores representa a maginitude de $(\) < 0. As fronteiras das ilhas
s@o obtidas pela Eq. (11). Fonte: do autor.

Na Figura 1 foram plotados em azul e vermelho as curvas dadas pela Eq. (11), apenas entre
seus pontos de intersegdo. A escala de cores representa a magnitude da parte real de A na Eq. (8),
obtido numericamente. Parte das duas primeiras ilhas de estabilidade nao sao exibidas pois elas
se extendem para parametros de acoplamentos elevados.

Os pontos de reaparecimento das ilhas sao corretamente previstos pela fungao discreta 7(p) ~
pr+x/2,p=0,1,2,---, de acordo com a Eq. (12), onde m =2 e 5 = 0.99.

5.2 Bifurcacao de Hopf em um sistema tridimensional

Considere o sistema tridimensional a seguir como sistema isolado, isto ¢, a parte x = f(x) na
Eq. (1), com x = (x,y, z). Este representa o acoplamento caético de dois subsistemas mais simples
[2]:

& = —2x — by — 3sin(z),
U = 2z — 2y + sin(x), (13)
2= —2z+ 15sin(y).

Com essa escolha de coeficientes, o sistema (13) possui bifurcacdo de Hopf, dependente do

parametro b > 0. A origem (0,0, 0) é uma solugdo de equilibrio e a matriz Jacobiana do campo de
vetores, avaliada nesse ponto, é

-2 —-b -3
Jy=13 -2 0],
0 15 -2
cujos autovalores sao as raizes da equagao ciibica
(=2 — w)[(=2 — p)*> 4+ 3b] — 135 = 0. (14)

Calculando numericamente as raizes p da Eq. (14), verifica-se que a bifurcagdo de Hopf ocorre
para by ~ 5.9165, de modo que se b < by, observa-se uma 6rbita periddica estavel e para b > by a
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origem é a solugao de equilibrio estavel. Usando b = 5.8, os autovalores de Jy sao pu; =~ —6.0213 e
f2,3 = 0.0107 & 5.43407. Desse modo, a Suposigao 2.1 & satisfeita com a = 0.0107 e 3 = 5.4340.

Considerando-se os grafos da Fig. 2, verifica-se que o grafo da Fig. 2 (a) é 2-reulgar e bipartido,
tendo portanto, indice de imprimitividade m = 2. Ja o grafo da Fig. 2 (b) é l-regular e possui
quatro partigoes ciclicas, tendo neste caso m = 4. Esta pequena diferenca na maneira como os
vértices estao conectados faz com que os dominios de controle sejam bastante distintos um do
outro, em relacao a frequéncia de reaparecimento das ilhas de estabilizacao, como mostra a Figura

3.
(2 (2)
®
oWro oWsO0

Figura 2: (a) Grafo regular nao-direcionado tipo anel com quatro vértices; (b) Grafo regular
direcionado tipo anel com quatro vértices. Fonte: do autor.
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Figura 3: Ilhas de estabilidade para quatro osciladores acoplados na configuracao tipo anel com
um sistema tridimensional. A esquerda estdo as ilhas de estabilidade correspondentes ao grafo da
Fig. 2 (a), e a direita estao representadas as ilhas de estabilidade correspondentes ao grafo da Fig.
2 (b). Os parametros utilizados para ambos os casos foram a = 0.0107 e 8 = 5.4340. As fronteiras
das ilhas sdo obtidas através da Eq. (11) e a regido colorida é obtida numericamente usando a Eq.
(8) e a faixa de cores representa a maginitude de f(A) < 0. Fonte: do autor.

Nota-se que o dominio de controle é sensivelmente afetado pelo nimero de multiparticoes ciclicas
do grafo. Como o grafo da Fig. 2 (b) tem o dobro de partigdes ciclicas em relagao ao grafo da Fig.
2 (a), entdo espera-se aproximadamente o drobro de ilhas de estabilidade dentro de um mesmo
intervalo de atraso temporal, como prevé a Eq. (12) e evidenciado na Fig. 3. Além disso, quanto
maior o nimero de multiparti¢goes no grafo mais dificultada sera a estabilizacao do sistema.
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6 Consideracgoes Finais

Considerando-se o cenario de redes regulares com acoplamento atrasado, verifica-se que a esta-
bilizagao de solugGes sincronas de ponto fixo é possivel (considerando a dinamica isolada proxima
da bifurcagao de Hopf), a depender da escolha do parametro de acoplamento e atraso temporal.

Verifica-se que a estabilizacao acontece em ilhas dentro do dominio de acoplamento e atraso
temporal, e a frequéncia com que essas ilhas aparecem, dentro de um mesmo intervalo de atraso
temporal, é proporcional ao niimero de multi-partigoes ciclicas do grafo. Apesar do aparecimento
de mais ilhas, estas se tornam mais estreitas e desaparecem rapidamente com o aumento do atraso.
Desse modo, a estabilizacdo se torna cada vez mais dificil a medida que aumenta-se o atraso
temporal ou o nimero de multiparti¢oes do grafo.
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