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Resumo.

Neste trabalho estuda-se o problema da sincronização de pontos fixos em redes regulares com aco-
plamento difusivo e atrasos temporais. Considerando o cenário da bifurcação de Hopf, é possível
estabilizar a solução síncrona ao ponto fixo instável em termos do parâmetro geral de acoplamento e
do atraso temporal. Os domínios de estabilização, no espaço de parâmetros, reaparecem periodica-
mente de acordo com o atraso temporal. A frequência de reaparecimento é linearmente proporcional
ao número de multipartições cíclicas do grafo.

Palavras-chave. Estabilidade, Sincronização, Grafos, Atrasos Temporais

1 Introdução
As redes complexas representam uma abordagem poderosa para o estudo e entendimento do

funcionamento de sistemas interagentes. Exemplos surgem nos campos da neurociência, engenha-
ria, sociologia, dentre outros [5, 7, 10].

Os atrasos temporais estão tipicamente presentes em modelos dinâmicos de redes mais realís-
ticos com elementos interagentes. Este é o caso em redes neuronais [1], lasers [8], dinâmica de
tráfego [6], entre outras aplicações.

Muitos sistemas naturais possuem soluções instáveis e, a estabilização delas pode ser de grande
interesse. Por exemplo, a estabilização de pontos fixos instáveis encontra aplicações na dinâmica
de lasers [9]. Uma estratégia eficiente para a estabilização de pontos fixos é introduzir um atraso
temporal. Essa abordagem é não-invasiva, pois o atraso temporal não altera a solução original do
sistema dinâmico.

No presente trabalho, para a estabilização das soluções de equilíbrio, a estratégia é usar as
redes regulares de elementes interagentes com atraso temporal no acoplamento. Desta forma, o
atraso temporal não é uma propriedade do sistema isolado, mas será devido a comunicação entres
os elementos na rede. Fazendo a análise local da estabilidade das soluções de equilíbrio, é possível
estudar em detalhes o controle destas soluções síncronas nas proximidades da bifurcação de Hopf.
Especificamente, as principais contribuições deste artigo são:

- Obtenção de condições necessárias e suficientes para a estabilização de soluções de equilíbrio
instáveis em redes regulares com atraso temporal.

- Investigação da correspondência entre a estrutura do grafo regular e o domínio de controle.

Esse artigo abordada uma versão simplificada do modelo dinâmico estudado na Ref. [3], com
novidade nos exemplos, e é dividido em quatro principais seções. Na Seção 2 será apresentado o
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modelo de rede, que delimita as condições do presente estudo. Na Seção 3 estuda-se a lineariza-
ção do modelo dinâmico. Na Seção 4 são apresentados os resultados princiais, e na Seção 5 são
trabalhadas as exemplificações da teoria.

2 Modelo Dinâmico da Rede
Nesse trabalho, estuda-se o problema da sincronização de pontos fixos em redes regulares com

acoplamento difusivo e com atrasos temporais. Especificamente, considera-se o modelo dinâmico

ẋj(t) = f(xj(t)) + κ

N∑
ℓ=1

Ajℓ (xℓ(t− τ)− xj(t)) (1)

de N osciladores idênticos. A dinâmica isolada é caracterizada pela função suave f(x) : Rs → Rs.
As iterações são contabilizadas pela matriz de adjacência A = [Aℓj ]

N
ℓ,j=1 em que Aℓj = 1 se existe

uma conexão do nó ℓ ao nó j e Aℓj = 0 caso contrário. O parâmtero κ > 0 é um acoplamento
global (único) e τ > 0 representa o atraso temporal da iteração entre os nós, também único para
todos os nós interagentes. O caso de acoplamentos distintos, isto é, κ = κℓj , pode ser tratado
usando-se uma função de iteração entre os nós. Este seria um modelo ainda mais realista, porém
necessita de uma análise qualitativa mais abrangente [3].

Suposição 2.1. A dinâmica isolada é caracterizada pela função suave f(x) : Rs → Rs, a qual
apresenta um único ponto fixo instável com bifurcação de Hopf. Os únicos autovalores instáveis da
matriz Jacobiana de f(x) no ponto fixo são α± βi, com 0 < α≪ 1.

Suposição 2.2. O grafo correspondente a matriz de adjacênica no modelo (1) será considerado
d-regular e fortemente conexo.

Com a Suposição 2.2, a Teoria de Perron-Frobenius pode ser utilizada para carcterizar os
autovalores da matriz de adjacência. Especificamente, se σA é o raio espectral de A, então os
autovalores {σ1, σ2, · · · , σm} no círculo espectral são da forma

σq = d · exp
(
2πqi

m

)
,

em que i é a unidade imaginária. O número m é chamado de índice de imprimitividade, e com a
Suposição 2.2, esse índice representa o número de multi-partições cíclicas do grafo.

3 Equação Variacional
A linearização da Eq. (1) nas proximidades da solução de equilíbrio x = x⋆ será

ψ̇(t) = Jfψ(t)− κdjψ(t) + κ

N∑
ℓ=1

Ajℓψ(t− τ) (2)

onde x(t) = x⋆+ψ(t) e Jf é a matriz Jacobiana de f(x) avaliada em x⋆ e dj é o grau do vértice j.
Na forma bloco-matricial, a Eq. (2) se lê

Ψ̇(t) = [IN ⊗ Jf − κ(D ⊗ Is)]Ψ(t) + κ(A⊗ Is)Ψ(t− τ) (3)

onde Ψ = (ψ1, · · · , ψN )T , Is é a matriz identidade de tamanho s, D = diag(d1, d2, · · · , dN ) e ⊗
representa o produto de Kronecker.
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Utilizando a Suposição 2.2, a matriz de adjacência induz naturalmente uma mudança de coor-
denadas. Seja A = RΛR−1 com Λ = diag(σ1, σ2, · · · , σN ) contendo os autovalores de A. Aplicando
a mudança de variável ξ(t) = (R−1 ⊗ Is)Ψ(t), a Eq. (3) fica

ξ̇(t) = [IN ⊗ Jf − κd(IN ⊗ Is)]ξ(t) + κ(Λ⊗ Is)ξ(t− τ), (4)

a qual é separável em N equações diferenciais lineares com atraso, desacopladas:

ξ̇j(t) = [Jf − κdIs]ξj(t) + κσjξj(t− τ). (5)

O espectro da Eq. (5) consiste dos números complexos λ, correspondentes à solução particular
ξj(t) = eλtvj , com vj ∈ Rs. A parte real de λ determina a estabilidade da solução trivial ξj(t) ≡ 0,
que por sua vez determina a estabilidade local da solução de equiíbrio x = x⋆ da Eq. (1).

Substituindo ξj(t) = eλtvj na Eq. (5), obtemos o problema de autovalor e autovetor

(−λIs + Jf − κdIs + κσje
−λτIs)vj = 0, j = 1, · · · , N, (6)

o qual se desbrobra em sua equação característica transcedental

−λ+ α± iβ − κd+ κde−λτ+2πqi/m = 0, (7)

onde q = 1, 2, · · · ,m, α ± βi são os autovalores instáveis de Jf , em acordo com a Suposição 2.1.

Para a obtenção da Eq. (7), foram utilizados apenas os autovalores σq = exp

(
2πqi

m

)
no círculo

espectral da matriz de adjacência, pois eles lideram os modos mais instáveis, uma vez que a parte
real de λ é uma função estritamente crescente em relação a |σj | [3]. A Eq. (7) pode ser resolvida
numericamente com o uso da função W de Lambert:

λ = α− κd+ iβ + (1/τ)W (τκd exp(2πqi/m− τ(α− κd+ iβ))). (8)

Mais detalhes sobre a função W de Lambert e a passagem da Eq. (7) para a Eq. (8) podem ser
encontrados em [4]. A Eq. (8) é utilizada para produzir o mapa de cores das ilhas de estabilidade,
apresentados nas Fig. 1 e 3, de modo que as áreas coloridas são aquelas em que ℜ(λ) < 0.

4 Análise da Bifurcação
Além da abordagem numérica, a Eq. (7) pode ser analisada a partir da bifurcação do valor

espectral λ = γ + iω, isto é, γ = 0. Tomando o módulo na Eq. (7) e fazendo γ = 0, obtemos os
valores imaginários puros na bifurcação:

ω± = β ±
√
2κdα− α2. (9)

As partes real e imaginária da Eq. (7) podem ser separadas da forma

−γ + α− κd+ κde−γτ cos(−ωτ + 2πp/m) = 0.

e
−ω + β + κde−γτ sin(−ωτ + 2πp/m) = 0, (10)

com p = 0, 1, · · · . Agora, resolvendo a Eq. (10) para ω = ω± e γ = 0, obtemos duas curvas no
plano τ × κ (atraso × acoplamento) da forma

τ±(κ, p) =

2πp

m
− arcsin

(
ω± − β

κd

)
ω±

. (11)
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Teorema 4.1. Considerando as Suposições 2.1 e 2.2, a solução de equilíbro da Eq. (1) é localmente
exponencialmente estável dentro das regiões no plano τ × κ, chamadas de ilhas de estabilidade,
delimitadas pelas curvas da Eq. (11), sempre que elas se intersectam.

Somando-se as Equações (11) nos pontos em que as curvas se intersectam, então tem-se a
seguinte relação para os pontos de intersecção das curvas:

τp =
π(2p+ 1)

βm
, p = 0, 1, 2, · · · . (12)

Observação 4.1. De acordo com a Eq. (12), a frequência do reaparecimento das ilhas de estabi-
lidade é inversamente proporcional ao número de multipartições cíclicas do grafo.

5 Exemplos

Serão considerados dois exemplos. O primeiro representando um caso bidimensional (Seção
5.1) e o segundo representando um caso tridimensional (Seção 5.2).

5.1 Osciladores de Van der Pol

Considere que o sistema isolado, isto é, a parte ẋ = f(x) na Eq. (1), é o oscilador de Van der
Pol. Seu campo de vetores f : R2 → R2 pode ser escrito como

f(x1, x2) =
(
x2, µ(1− x21)x2 − x1

)
em que µ é um parâmetro que controla o amortecimento.

A origem (0, 0) é o único ponto fixo do sistema de Van der Pol. A bifurcação de Hopf acontece
em µ = 0. Para µ < 0 a origem é localmente estável e instável para µ > 0, o que dá origem a uma
orbita periódica. A matriz Jacobiana de f na origem é

Jf =

[
0 1
−1 µ

]
,

e seus autovalores são µ/2 ±
√
µ2 − 4/2, e assim α = µ/2 e β =

√
4− µ2/2, na Suposição 2.1.

Como considera-se 0 < µ ≪ 1, então a solução de equilíbrio (0, 0) é instável, mas que pode ser
estabilizada com a interação dos elementos de uma rede regular com atraso temporal.

Considerando dois osciladores acoplados, segundo o modelo (1), e com dinâmica isolada dada
pelo sistema de Van der Pol, obtém-se o diagrama de estabilidade apresentado na Figura 1.
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Figura 1: Ilhas de estabilidade para dois osciladores de Van der Pol acoplados. O parâmetro
considerado foi µ = 0.02 e portanto α = 0.01 e β = 0.99. A região colorida é obtida numericamente
usando a Eq. (8) e a faixa de cores representa a maginitude de ℜ(λ) < 0. As fronteiras das ilhas
são obtidas pela Eq. (11). Fonte: do autor.

Na Figura 1 foram plotados em azul e vermelho as curvas dadas pela Eq. (11), apenas entre
seus pontos de interseção. A escala de cores representa a magnitude da parte real de λ na Eq. (8),
obtido numericamente. Parte das duas primeiras ilhas de estabilidade não são exibidas pois elas
se extendem para parâmetros de acoplamentos elevados.

Os pontos de reaparecimento das ilhas são corretamente previstos pela função discreta τ(p) ≈
pπ + π/2, p = 0, 1, 2, · · · , de acordo com a Eq. (12), onde m = 2 e β = 0.99.

5.2 Bifurcação de Hopf em um sistema tridimensional
Considere o sistema tridimensional a seguir como sistema isolado, isto é, a parte ẋ = f(x) na

Eq. (1), com x = (x, y, z). Este representa o acoplamento caótico de dois subsistemas mais simples
[2]:

ẋ = −2x− by − 3 sin(z),

ẏ = 2x− 2y + sin(x),

ż = −2z + 15 sin(y).

(13)

Com essa escolha de coeficientes, o sistema (13) possui bifurcação de Hopf, dependente do
parâmetro b > 0. A origem (0, 0, 0) é uma solução de equilíbrio e a matriz Jacobiana do campo de
vetores, avaliada nesse ponto, é

Jf =

−2 −b −3
3 −2 0
0 15 −2

 ,
cujos autovalores são as raízes da equação cúbica

(−2− µ)[(−2− µ)2 + 3b]− 135 = 0. (14)

Calculando numericamente as raízes µ da Eq. (14), verifica-se que a bifurcação de Hopf ocorre
para b0 ≈ 5.9165, de modo que se b < b0, observa-se uma órbita periódica estável e para b > b0 a
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origem é a solução de equilíbrio estável. Usando b = 5.8, os autovalores de Jf são µ1 ≈ −6.0213 e
µ2,3 ≈ 0.0107± 5.4340i. Desse modo, a Suposição 2.1 é satisfeita com α = 0.0107 e β = 5.4340.

Considerando-se os grafos da Fig. 2, verifica-se que o grafo da Fig. 2 (a) é 2-reulgar e bipartido,
tendo portanto, índice de imprimitividade m = 2. Já o grafo da Fig. 2 (b) é 1-regular e possui
quatro partições cíclicas, tendo neste caso m = 4. Esta pequena diferença na maneira como os
vértices estão conectados faz com que os domínios de controle sejam bastante distintos um do
outro, em relação a frequência de reaparecimento das ilhas de estabilização, como mostra a Figura
3.

12

3 4

(a)

12

3 4

(b)

Figura 2: (a) Grafo regular não-direcionado tipo anel com quatro vértices; (b) Grafo regular
direcionado tipo anel com quatro vértices. Fonte: do autor.

Figura 3: Ilhas de estabilidade para quatro osciladores acoplados na configuração tipo anel com
um sistema tridimensional. À esquerda estão as ilhas de estabilidade correspondentes ao grafo da
Fig. 2 (a), e à direita estão representadas as ilhas de estabilidade correspondentes ao grafo da Fig.
2 (b). Os parâmetros utilizados para ambos os casos foram α = 0.0107 e β = 5.4340. As fronteiras
das ilhas são obtidas através da Eq. (11) e a região colorida é obtida numericamente usando a Eq.
(8) e a faixa de cores representa a maginitude de ℜ(λ) < 0. Fonte: do autor.

Nota-se que o domínio de controle é sensivelmente afetado pelo número de multipartições cíclicas
do grafo. Como o grafo da Fig. 2 (b) tem o dobro de partições cíclicas em relação ao grafo da Fig.
2 (a), então espera-se aproximadamente o drobro de ilhas de estabilidade dentro de um mesmo
intervalo de atraso temporal, como prevê a Eq. (12) e evidenciado na Fig. 3. Além disso, quanto
maior o número de multipartições no grafo mais dificultada será a estabilização do sistema.
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6 Considerações Finais
Considerando-se o cenário de redes regulares com acoplamento atrasado, verifica-se que a esta-

bilização de soluções síncronas de ponto fixo é possível (considerando a dinâmica isolada próxima
da bifurcação de Hopf), a depender da escolha do parâmetro de acoplamento e atraso temporal.

Verifica-se que a estabilização acontece em ilhas dentro do domínio de acoplamento e atraso
temporal, e a frequência com que essas ilhas aparecem, dentro de um mesmo intervalo de atraso
temporal, é proporcional ao número de multi-partições cíclicas do grafo. Apesar do aparecimento
de mais ilhas, estas se tornam mais estreitas e desaparecem rapidamente com o aumento do atraso.
Desse modo, a estabilização se torna cada vez mais difícil a medida que aumenta-se o atraso
temporal ou o número de multipartições do grafo.
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