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Resumo. O objetivo do presente trabalho é calcular numericamente os coeficientes de salto de
pressdo e temperatura usados nas condigoes de contorno para resolver as equagoes de Navier-Stokes-
Fourier em problemas de transi¢ao de fase em sistemas com baixa ou moderada rarefagao do gas. A
modelagem é feita com base em um modelo cinético para a equagao de Boltzmann linearizada com
condigao de contorno de completa e incompleta evaporacao/condensagao na interface. O método
de velocidades discretas ¢é utilizado para resolver o problema numericamente. Como resultados, os
coeficientes de salto de pressao e temperatura sdo apresentados para diferentes valores do coeficiente
de evaporacao/condensagao na interface.

Palavras-chave. Equacao de Boltzmann, Gas Rarefeito, Saltos de Pressdo e Temperatura, Tran-
sicao de Fase.

1 Introducao

Métodos de teoria cinética dos gases baseados na solugdo da equagdo de Boltzmann [2, 5] e
no método de simulagdo de Monte Carlo [3] tém sido amplamente utilizados para descrever os
fenémenos de transporte em sistemas gasosos, e.g. em microssistemas eletrénicos e mecénicos,
aerotermodinamica de satélites, transporte de aerossois na atmosfera, entre outros. O namero de
Knudsen (Kn), definido como a razao entre o livre caminho médio molecular e um comprimento
caracteristico do sistema em estudo, é o parametro utilizado para caracterizar o grau de rarefagao
do gas. Para sistemas gasosos com Kn < 1 (regime continuo), as equagoes de Navier-Stokes-
Fourier com condigoes de contorno apropriadas podem ser utilizadas para resolver problemas que
envolvem escoamentos de gases rarefeitos. Entretanto, quando Kn > 1 (regime de moléculas
livres) ou Kn ~ 1 (regime de transigao), outras abordagens devem ser utilizadas, e.g. métodos de
teoria cinética dos gases ou dindmica molecular.

Em problemas que envolvem transi¢ao de fase em sistemas com baixa ou moderada rarefagao do
gas, correspondendo a 0 < Kn < 0.1, as equagdes de Navier-Stokes-Fourier podem ser resolvidas
com condigbes de contorno de salto de temperatura e pressao na interface. A condigao de continui-
dade da pressao e da temperatura na interface nao é valida pois existem saltos dessas grandezas
em condigoes de nao-equilibrio termodindmico. Assim, os coeficientes de salto de pressao e tem-
peratura obtidos via teoria cinética dos gases devem ser utilizados nas condigoes de contorno para
resolver as equacoes da mecanica dos meios continuos. Geralmente, os valores obtidos por Cipola et
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al. [4] para esses coeficientes sao utilizados. Porém, ha escassez de dados na literatura para estes
coeficientes e, atualmente, sabemos que estes coeficientes dependem da curvatura da superficie,
da concentracdo de outras espécies gasosas que nao sofrem transicdo de fase mas interferem no
processo, etc. Portanto, estudos nessa tematica devem ser incentivados.

No presente trabalho, os coeficientes de salto de pressao e temperatura sao calculados numeri-
camente com base em um modelo cinético para a equagao de Boltzmann linearizada. Os modelos
cinéticos tem como objetivo simplificar o termo colisional da equagao de Boltzmann mantendo as
suas propriedades fundamentais, correspondendo & conservagao de massa, momentum e energia, e
o teorema H de Boltzmann que equivale & segunda lei da termodindmica. Os modelos propostos
por Bhatnagar, Gross e Krook [§] e Shakhov [9] s@o os mais utilizados e existe uma vasta literatura
que comprova a confiabilidade desses modelos para descrever véarios problemas de interesse préatico.
Para problemas que envolvem ambas as transferéncias de massa e calor, o modelo de Shakhov
é o mais apropriado. Por isso, como o presente trabalho envolve transicao de fase, utilizamos o
modelo de Shakhov. Como condigdo de contorno, assumimos completa e incompleta transigao
de fase na interface de modo que os coeficientes sdo tabelados em funcdo de um coeficiente de
evaporagao/condensacao que indica a fragdo do nimero de moléculas que sofreu transigao da fase.

2 Formulacao do Problema

Consideramos um gis no espago semi-infinito ' > 0 limitado por um plano da sua fase con-
densada em ' = 0. O liquido tem uma temperatura Tj e a pressao de saturagao é pg. A densidade
numérica de vapor saturado a temperatura Tj é ng. Longe da interface vapor-liquido o gas esta em
equilibrio termodindmico com pressao po,, temperatura T, densidade n, e velocidade (U, 0,0).
A transicao de fase ocorre devido a pequenos gradientes de pressao e temperatura no vapor, na
direcao z’, dados por
by dT

Zo dp
TQ dx’ <

Xp=|—
"7 |po da’

<1, Xrp= 1, (1)
com £o=[iovo/po denotando um comprimento equivalente ao livre caminho médio molecular. g é
a viscosidade do gas a temperatura T e vo=+/2kTp/m é a velocidade mais provavel das moléculas
gasosas, k é a constante de Boltzmann e m a massa molecular.

Longe da fase condensada, ou seja, no limite ' — oo, a pressdo do gas é constante, mas a

temperatura e a densidade do gas sao fungoes lineares em z’ dadas por:

T(z') =T, (1 + ZXT) , n(@) =ne (1 - ZXT> . 2)

T, and n,, denotam a temperatura e a densidade do vapor na superficie liquida e sao dados por
Tw :To(l—‘rET), Nw :n0(1+6n) (3)

€T € €, sao os coeficientes de salto de temperatura e densidade na interface vapor-liquido. Estes
coeficientes sdo calculados do ponto de vista macroscopico, ou seja, fora da camada de Knudsen,
da seguinte forma:

lim
z’ —00

er = lim T(f”)—TNJ(f”)} e — : (4)

z’ —00 TO

{n(fcl) —nng(z')

no

na qual as grandezas com indice NJ (No Jump) sdo calculadas de (2) assumindo que T,, = Ty e
nw = ng. B importante notar que os coeficientes de salto de temperatura e pressao sao utilizados
nas condigoes de contorno em x’ = 0, mas no presente trabalho eles sao calculados fora da camada

DOI: 10.5540/03.2025.011.01.0486 010486-2 © 2025 SBMAC


http://dx.doi.org/10.5540/03.2025.011.01.0486

Proceeding Series of the Brazilian Society of Computational and Applied Mathematics. v. 11, n. 1, 2025.

de Knudsen. Isso é justificado pelo fato de que a espessura da camada de Knudsen é muito pequena,
de modo que estamos extrapolando o perfil da temperatura e da densidade para o interior da
camada de Knudsen.

O coeficiente de salto de pressdo é dado por €, = er + €.

O objetivo é calcular os coeficientes de salto de temperatura e pressao numericamente via
solugao do modelo de Shakhov [9] para a equagao de Boltzmann linearizada.

3 Meétodo de Solucao

3.1 Equagao Cinética

A linearizacao da equacao de Boltzmann é feita representado a func¢ao de distribuicao de velo-
cidades moleculares da seguinte forma:

f(ma C) = fO[l + h(T) (ma C)XT + h(U) (1” C)Xu]a (5)

com hT)(z,c) e h(™(z,c) denotando as chamadas funcdes de perturbacio devidas as forcas ter-
modinamicas X7 e X, definidas como

1 dT. U
0

X =
T EO dzx

< 1. (6)

Por conveniéncia, introduzimos a coordenada x e a velocidade molecular ¢ adimensionais, definidas
como x=1z'/ly e c=Vv/vy.
A funcao

m O\
f0=n0< ) e (7)

27FkT0

é a funcdo de Maxwell na interface.
Usando a representagio (5), o modelo de Shakhov para a equacao de Boltzmann é escrito da
seguinte forma:

on® : 3\ N4 5\ .
Cx O = V(Z) + <62 — 2> T(Z) + 2Cxu;(cZ) + ch <C2 - 2) q;l) - h(l)v v = Ta u, (8)
com as grandezas
i 1 i —c?
v (z) = m/h( )(z,c)e™ de, (9)

, 2 3 ; 2
() = —2 2_ 2 ) p® —c
T (z) = 37372 / <c 2) h'(z,c)e™ dc, (10)

) 1 ;
(@) = =5 / cch® (2, €)™ de, ()

- 1 5 . 2
(1) - 2_2) 5@ —c
0 =5 [er (@ 3) O de. (12)

correspondendo aos desvios de densidade e temperatura dos valores na interface, velocidade hidro-
dindmica e fluxo de calor na direcao x devidos a cada forga termodindmica.
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3.2 Condigao de Contorno

Assumimos que uma fragado o das moléculas incidentes na superficie liquida condensa e depois
evapora com fun¢ao Maxwelliana dada em (7). A fragdo 1 — o sofre reflexdo difusa. Assim, de
acordo com a Ref. [7], a fun¢do de distribui¢do das moléculas emitidas da interface é escrita da
seguinte forma:

f0,¢)=0cfo+(1—0)fr, cx>0, (13)
na qual f, = n,fo/no é a fungdo de distribuigdo das moléculas que nao sofrem transicao de fase e
sao refletidas difusamente da interface. Apoés introduzir a representacao (5) em (13) obtemos:

hD(0,¢) = —(1—0)¢W, i=T,u, (14)

com

. 2 . 2
W = f/ czh(0,¢)e™ de (15)
<0

™

obtido da condicao de impermeabilidade na interface para as moléculas que nao sofrem transicao
de fase.

3.3 Comportamento Assintotico

Longe da interface vapor-liquido, ou seja, no limite z — oo, a fungao de distribuicao de veloci-
dades moleculares é dada pela solugao de Chapmann-Enskog, cujos detalhes podem ser encontrados
na Ref. [1], a qual é dada por:

f = foo[l + h(cT]%XT + h(cl‘L])E‘Xu]v (16)

com

3/2
Joo = <2w;nTw> op [ 212“00 - Um)z} ' "

T € N sdo dados em (2). Apos um algebrismo matematico, a seguinte relagao entre as fungoes
de Maxwell fo e fo, definida em (7), é obtida

3 5
foo:fO |:1+€n+(62—2) 6T+$<c2—2> XT+261Xu:| (18)
Substituindo (16) na equagao cinética de Shakhov, as fungdes de perturbagao de Chapmann-Enskog
sao obtidas como: 3 .
W= 2, ( - 2) h =0 (19)

Finalmente, usando a rela¢do (18) e a representagao (5), os comportamentos assintoticos das fun-
coes de interesse sao escritos como:

3 5
() (z,c) = eng) 4 ((22 _ 2) eng) +x (c2 — 2) + hg}% em T — 00, (20)
3 u u
A (z,c) = e + <c2 — 2) e(T) + 2¢, + h(CJ)E, em x — 00, (21)

com hgbl e h(cq% dados em (19). Note que as seguintes representagoes para os coeficientes de salto
de densidade e temperatura foram utilizadas para obter (20) e (21):

€r = E;T)XT + egy)Xu, (22)
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en =D Xr + WX, (23)

Essas representagoes sao vélidas porque os coeficientes de salto sao calculados em termos de grande-
zas macroscopicas e, em teoria cinética dos gases, qualquer grandeza macroscopica que caracteriza
o sistema gasoso é calculada via fungao de distribuigao de velocidades moleculares. Portanto, a
representacao (5) justifica as representagoes (22) e (23).

3.4 Método Numeérico

Como as fungdes de perturbacio h(T)(z,c) e h(*)(z,c) dependem de 4 varidveis correspon-
dendo a coordenada x e as componentes (¢, ¢y, ¢;) da velocidade molecular ¢, duas novas fungoes
foram introduzidas com o objetivo de eliminar a dependéncia da solu¢do numeérica em ¢, e c; e,
consequentemente, diminuir o tempo computacional. Essas fung¢oes foram introduzidas como:

o (z,cp) = //h() x,c)e” % Ve deydes, (24)

(2, ¢,) = //h(Z x,c)e Ci*ci(cf/Jrci — 1) deyde,. (25)

Desse modo, podemos reescrever as equagoes cinéticas dadas em (8) como um sistema de equagoes

06" (2 1\ o) W4 (2 3\ 0 _ .0
Cy 9 =W+ cm—i T 4 2c,uy +1—56z cx—i g — o\, i=T,u, (26)

3¢,(z) _ L0y 4

ik AN = @, 2
Cx o 1501(155 -y ( 7)

com

. 1 . 2
VO e) = = / pWe™" dey, (28)
™

(2, ¢,) = %/ [(Ci - ;) o + ¢(i)} e dey, (29)

. - 2
(1)( ) (Z) —Cy (30)
u T,Cp) = —= (25 Cp€ (1CI,
* ’ \/TI /

¢\ (x,cp) = \f/ {( 2) ) +w(i)} T (31)

As condigoes de contorno dadas em (14) sdo escritas em termos das novas fungdes como:

0D(0.¢;) = =(1=0)¢", ez >0 (32)
$D(0,¢,) =0, ¢ >0, (33)
com
g(i) -9 ¢(i) (0, cx)cxefci de,. (34)
c <0

Similarmente, as condi¢oes dadas em (20) e (21) para o limite 2 — oo sdo reescritas como:

3 3 3
¢(T><:c7cm>=e;”+(ci 2) m”( 2)‘2090(05—2)’ (35)

3
w(T)(J:, Cz) = e(T ) 4z — §c$, (36)
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6
(w) _ (w) 2 1Y\
"Nz, cp) = s + | ez — 5 ey’ + 2¢q, (37)
b (2, c,) = ). 38
T

Para cada forga termodinamica, as equagoes acopladas (26) e (27), sujeitas as condigoes de
contorno dadas em (32) e (33) e, também, as condigdes dadas em (35)-(38), foram resolvidas
numericamente utilizando o método de velocidades discretas, cujos detalhes podem ser encontrados
na Ref. [10]. Usando as defini¢ces dadas em (4), os coeficientes que aparecem em (22) e (23) foram
calculados em termos dos desvios de temperatura e densidade como:

ngT) = xli}H;o(T(T) - (E)7 6%) = IILII(}O T(U)a (39)
D)= i () 0, 9 = i (0
T—00 T—00

Note que, conforme mencionado na se¢ao de formulagao do problema, o coeficiente de salto de
pressao ¢ dado por €, = €, + er. Entao, usando as representagoes (22) e (23), temos:

) =D +el), e =l + e, (41)

Os resultados encontrados para estes coeficientes sdo apresentacdo na proxima se¢ao para al-

guns valores de coeficiente de evaporagao/condensacdo o e permitem analisarmos a influéncia do
pardmetro ¢ nos saltos de pressao e temperatura na interface vapor-liquido.

4 Resultados

A Tabela 1 apresenta os coeficientes de salto de temperatura e pressdo na interface devidos a
cada forga termodindmica para alguns valores de coeficiente de evaporagao/condensagao o. Note
que 0 = 1 corresponde & completa evaporacdo/condensacao na interface, enquanto que o # 1
significa que a fracdo o de moléculas incidentes sofre transigao de fase e o restante, 1 — o, sofre
reflexao difusa. Os resultados obtidos para o=1 estao em boa concordancia com os resultados das
Refs. [4, 6], obtidos da solugdo numérica do modelo proposto por Bhatnagar, Gross e Krook [8] e
usando outras abordagens numéricas.

Tabela 1: Coeficientes de salto de temperatura e pressao na interface para alguns valores de
coeficiente de evaporagao/condensagao o.

(2 Erng) ngT) 6(1?‘) Ggg)

0.1 1.9540 0.8404 -0.4467 -33.9467
0.2 1.9540 0.8389 -0.4468 -16.3102
0.4 1.9540 0.8381 -0.4468 -7.4489
0.6 1.9540 0.8379 -0.4468 -4.4951
0.8 1.9540 0.8377 -0.4468 -3.0182
1.0 19540 0.8376 -0.4467 -2.1320

De acordo com os resultados obtidos, os coeficientes de salto de temperatura GEFT) e egpu ) néo

dependem do coeficiente de evaporagao/condensagao. Ja os coeficientes de salto de pressao depen-
. ~ ~ . . T
dem do coeficiente de evaporacgao e condensagao na interface. O coeficiente ez(; ) aumenta com a

diminuicdo de o, mas o desvio maximo da condigdo de completa evaporagao/condensagio é menor
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que 0,5%. O coeficiente e](gu) é negativo e a sua magnitude aumenta com a diminuigao de o. Entre-

tanto, um desvio em relagdo a completa evaporacdo/condensacdo maior que 100% ja é observado
quando 0=0.6, ou seja, o coeficiente de salto de pressao devido a forga termodindmica X, depende
fortemente do coeficiente de evaporagio,/condensacao na interface.

5 Consideracoes Finais

Em regimes de baixa ou moderada rarefacdo do gas, os coeficientes de salto de temperatura e
pressao encontrados no presente trabalho podem ser utilizados nas condig¢oes de contorno utilizadas
para resolver as equagOes da mecinica dos meios continuos em problemas que envolvem fraca
evaporacao,/condensacao. De acordo com os resultados encontrados, a influéncia do coeficiente de
evaporacao,/condensacdo no salto de temperatura na interface é desprezivel, mas no salto de pressao
é significativa. A comparacao dos resultados obtidos com os dados encontrados na literatura, e
obtidos via modelo de Bhatnagar-Gross e Krook, mostrou boa concordancia.
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