Proceeding Series of the Brazilian Society of Computational and Applied Mathematics, v. 11, n. 1, 2025.

Trabalho apresentado no XLIII CNMAC, Centro de Convengdes do Armagéo Resort - Porto de Galinhas - PE, 2024

Proceeding Series of the Brazilian Society of Computational and Applied Mathematics

Modelagem e Simulagoes Numeéricas de um Material
Impactante na Bacia Sedimentar da Foz do Amazonas:
Difusao-Adveccao

Vitor Hugo Muniz Oliveira!

IME-USP, Sao Paulo, SP

André Krindges?

UFMT, Cuiaba, MT

Daniela Ribeiro Monteiro®

IBMEC, Rio de Janeiro, RJ

Joao Frederico da Costa Azevedo Meyer*
IMECC-Unicamp, Campinas, SP

Marcos Marreiro Salvatierra®

UEA, Manaus, AM

Resumo. O presente trabalho refere-se a modelagem matemaéatica da dispersdo de um poluente
em meio aquético na regiao da Bacia Sedimentar da Foz do Amazonas (BSFA). Tal modelo é
representado por uma Equagéo Diferencial Parcial (EDP), possuindo termos de difusdo-advecgao.
A equacdo deste modelo foi discretizada espacialmente, pelo Método de Galerkin via Elementos
Finitos e temporalmente, pelo Método de Crank-Nicolson via diferengas centradas no tempo. O
perfil de velocidades da regido ocasionada pelas correntes maritimas foi desenvolvido pelo Método
de Interpolagao conhecido como Krigagem. Por fim, os resultados graficos foram gerados a partir de
um algoritmo desenvolvido no software Matlab e constam ilustrados neste trabalho. Vale ressaltar
que este trabalho é importante para o conhecimento de pesquisadores que se interessam na area
de Ecologia Matemaética e que estudam sobre impactos ambientais provenientes da interferéncia
humana.

Palavras-chave. Ecologia Matemaéatica. Impactos Ambientais. Material Impactante. Método de
Elementos Finitos. Método de Galerkin. Método de Crank-Nicolson.

1 Introducao

Este trabalho contém o estudo de uma modelagem matemética da Equacao de Difusao-Advecgao
com a dispersdo de um poluente na regido da Bacia Sedimentar da Foz do Amazonas (BSFA),
proveniente de uma acao antroépica por meio de um material impactante toxico inserido na regiao.
Pode-se observar uma proposta inicial nos estudos realizados em [6] e [8].

O objetivo é apresentar o desenvolvimento e os resultados numéricos da anéalise do comporta-
mento da dispersao do poluente na regiao. Para isso, iremos levar em consideragao os seguintes
fenomenos:
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e Difusao: espalhamento natural do poluente em contato com a regido. A dinimica difusiva
resulta de movimentos aleatérios micro e macroscopicos. Neste trabalho sera considerada
a difusdo efetiva, fundamentada em [5], e que sdo levadas em conta a difusdo molecular,
que deriva do movimento browniano das moléculas, e a difusdo turbulenta, derivada do
espalhamento macroscopico de tensao superficial;

e Advecgao: movimento provocado pela movimentagao da propria regido (correntezas);

e Decaimento: fenémeno que retne alteragoes pelas moléculas das substancias componentes
do produto téxico ao longo do tempo, ocasionando perda de massa e consequentemente sua
exclusao na regiao;

e Fontes poluentes: presenca de material impactante na regiao.

A equagao que descreve esses fendmenos e representa a concentragiao de poluente denotada por
C, onde C = C(z,y,t),(r,y) € QCR?et e J=(0,T] CR, C de Classe C? em €2, é dada por:
oC . . 7 2
i div(a,VC) +div(VC) +0.C = f, (z,y)€eQCR* teJ=(0,T], (1)

com os parametros dando os seguintes significados bioldgicos para a equagao, temos:
e « representa o coeficiente de difusao do poluente na regiao;

. 7 = (Vi(z,y,t), Va(z,y,t)) representa o campo de velocidades da circulagao local, com
div(?) =0;

e 0. =o.(x,y,t) representa a taxa de decaimento do poluente na regiao;

o f= f(x,y,t) representa o termo fonte ou fontes poluentes.

O campo de velocidades 7 serd considerado independente do tempo, nao levando em conta,
assim, perturbagoes locais, no tempo, onde possa haver na circulagao da agua, sejam elas causadas
por chuvas, rajadas de vento, etc., mas descrevendo globalmente o fenémeno advectivo.

Os pardmetros a, e o, podem até, por algum tempo, depender fortemente da concentragao
C, porém, devido ao intervalo de tempo que serd considerado nas simulagoes e & proposta de
tratamento numérico para este modelo, um sistema associado linear, é aceitavel usar valores médios
para a. e o., tornando-os constantes.

Considerando como condicao inicial o ponto C(z,y,0) = Co(x,y), (z,y) € Q e as condic¢oes de
contorno para todo ¢t € J dadas por:

Clr, = 0, (Condigio de Contorno de Dirichlet Homogénea) e
aC (2)

o 0, (Condi¢ao de Contorno de Von-Neumann Homogénea)
nir,

onde a fronteira da regiao Q sera dada por 9Q = T'o UT; com I'y N Ty = 0.
Devido a proposta de aplicagado deste modelo serao realizadas algumas simplifica¢ées, com o
proposito de tornéa-lo mais tratavel. Dessa forma o modelo torna-se:

%—0A0+7'VO+UCOZO, V(z,y) e QCR, Vie (0,7T],
C(2,y,0) = Co(z,y), V(z,y) €, (3)
oC
—0; —| = t e (0,T).
Clp, = 0; %FlO,VGQ]
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2 Formulacao Variacional

Nesta segao, aplicamos o método variacional para discretizar a equagao e assim garantir uma
aproximagao numérica da solu¢do. A formulacdo variacional da Equacdo de Difusdo-Advecgao
apresentard a dispersao de poluente na regiao, considerando o nosso dominio espacial de estudo
Q) C R%. De acordo com [7], a solugao do problema em sua formulagao classica exige que C(x,y,t)
seja no minimo de classe C? em um aberto do R?, que pode ser encontrada e fundamentada em
[1] e [3].

O desenvolvimento da formulagao variacional pode ser visto na disserta¢do de mestrado em [6],
onde apresenta uma solucao C, que satisfaga a equagdo (1),em que C € V = {C € Lo((0,T], H1(R2)) :
oC

— € Ly(2), vt € (0, T]} A seguir, veja o resultado da equagao na formulagao variacional.

ot

¢du+ac/vc wduwl/ ¢du+V2/ 9 b du
(4)
UC/C¢du:0, Vo € Hi(9).
Q

Reescrevendo a equagdo (4) na notacgao de produto interno, podemos reescrever a formulagao
variacional da equagdo (1), da seguinte forma:

oC oC oC
(5 10) +auve 1 9a+vi (52 16) +va (55 10) +aulc o) =0, voe (@),
®)

Observagao 2.1: Pode-se encontrar em [1] e [9] a demonstram da existéncia e unicidade de
solucdo para a equagao (5).

3 Discretizagao Espacial: Método de Galerkin

Agora, apresentamos a discretizagdo espacial da formulagao variacional para a Equagdo de
Difusdo-Advecgdo com dispersdo de poluente na regiao. Utilizaremos o Método de Galerkin via
Método de Elementos Finitos (MEF) fundamentado em [2], para obtermos uma solugdo numérica
aproximada, isto é, o nosso espago de solugao seré igual ao espago das funcgoes testes, logo temos
que obter uma discretizagio espacial para a equagao (5).

Considere o subespago V;, C H1(Q2) de dimensao finita gerado pela base B = {¢1, d2,...,dn}
sendo a solugdo da equacdo (5) e definida como uma combinagdo linear de elementos da base
9. Construiremos uma aproximacao da solugdo nesse espago, realizando uma separagao entre as
variaveis espaciais e a variavel temporal com as aproximagoes dadas da seguinte forma:

N

C(x,y, ) Ch $ y,t ZCJ (b] xz,yz)
o : ©

20, SN0, 00§00 90 S 00
ot _Z ek oz _;Cj(t) dr’ Oy _ZC()dy

=1 j=1

O campo vetorial de velocidades de dispersao do poluente relacionado ao termo advectivo
Viz,y) = (Vi(z,y), Va(z,y)) do meio em questao foram objeto de estudo em [3]. Seus valores pon-
tuais aproximados sao obtidos através da resolucao numérica do Método de Krigagem e encontra-se
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fundamentado em [4]. Interpolando V' (z,y) através das fungdes da base B temos:

N
=Y WViaiz,y) e Va(wy) = sz bm (T, Y). (7)
=1

Utilizando as aproximagcoes dadas em (6) e substituindo os valores de Vi (z,y) e Va(z,y) dados
em (7) na equagao (5), obtemos:

N
j=1

2

j=1

v ®)
3 W, < bn 2 | @) 0.6 | @-)} —0, 6, € V.
m=1

A equagao (8) representa a discretizacdo espacial da formulagao variacional dada pela equagéo
(5). Os procedimentos para chegar neste resultado podem ser vistos em [6].

4 Discretizacao Temporal: Método de Crank-Nicolson

Como ultimo passo para chegar na solug¢ao aproximada, apresentamos a discretizacao temporal
da Equacao de Difusao-Adveccao da dispersao do poluente, para isso, utilizaremos o Método de
Crank-Nicolson, que de acordo com [1] é bastante utilizado por ser um método incondicionalmente
estavel e de segunda ordem. Para a construcao do método, usaremos diferenca centrada no tempo,

At
ou seja, tomaremos t,, + -5 sendo que n representa o passo no tempo. Assim, para as derivadas

temporais, temos a aproximacao dada por:
n+g n+1 n
de ~ Cj Cj

= ) 9
dt At )
Para o valor de C;, tém-se a aproximagao definida por:

el O om
ol = . (10)

A partir das aproximagoes dadas por (9) e (10), obtemos como resultado da formulagdo varia-
cional discretizada temporalmente a seguinte equagao:

XN:C;‘“HHUC ] (65 | ¢i) +

=1

+§::1V2m (¢ma;;j | ¢i>]}:ipan{[l_ac } (951 ¢:) =

j=1
N N

+ZV11 (d)lagi); | (bz) + Z V2m (Qbmi)zj | ¢z>‘| }7 v¢z S th
=1 m=1

que na forma de sistema matricial ¢ denotada por AC(t)(**1) = BC(t)("™), e as matrizes A e B sdo
dadas na forma:

0c(Vé; || Vo) +zvh (o:l 0% |<z>l)

a(Ve; || Vi) (11)
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A
A=a; = [1—%;} (05 | ¢i) +

8 .
+ 3NV, (o:ma‘fj | ¢)1

O
ac(V3 1 V6 + T, Vi (052 161

A )
B =1by [1 + 00— } (@5 | ¢i) — ?t [a(V(bj | Voi) + Zl]\il W, <¢l(9;;] | ¢z‘>

8 .
+ Zgzl ‘/Qm (qsma(ilj | ¢z)] 5

e caracteriza-se como um sistema linear de equacoes diferenciais ordinarias na variavel ¢ que sera
resolvido iterativamente a cada passo no tempo, a partir da condigao inicial Cy ja discretizada e
dada implicitamente por meio da formulagao variacional:

N
>S5 ] ¢i) = (Cjy | 61)-
Jj=1

5 Simulacoes Numéricas

Nesta segdo, apresentamos os resultados numeéricos da dispersdo do poluente deste modelo. O
algoritmo e parametros utilizados para obté-los foram baseados na pesquisa realizada em [8], porém
foram feitas algumas modificagdes devido ao dominio de estudo ser diferente.

Para simular a concentragao do poluente na BSFA foram inseridos dois focos (manchas) como
condigao inicial, assim sugerindo um derramamento de material impactante proveniente de polui¢ao
urbana. Para o acompanhamento da dispersao desse poluente foram escolhidos alguns noés que estao
distribuidos na extensao da malha.

Os parametros utilizados na implementagao do cdédigo desenvolvido no software Matlab encontram-
se fundamentados em [8] e [6] com os seguintes valores: a. = 0,75, o, = 0,001 e At = 0,002. O
valor do parametro At escolhido é justificado pelo fato de que simulagoes testes geraram instabili-
dades numéricas nos gréaficos quando se escolhiam valores maiores.

Nos graficos da Figura 1 podemos observar a evolu¢do da dispersdo do poluente na BSFA a
partir das duas saidas da foz do rio Amazonas. A primeira mancha de poluente encontra-se em um
pequeno arquipélago onde fica localizada a ilha de Marajo e a outra no canal do porto de Para. O
algoritmo foi executado com 2500 iteracoes no tempo, o que equivale a 5 unidades de tempo e os
resultados podem ser vistos nos gréficos através de algumas iteragoes que foram armazenadas.

Nos graficos da Figura 2 sao apresentados cinco nés da malha que demonstram o comportamento
evolutivo do material impactante nas regioes da BSFA. Observe que onde o poluente comega ou
passa por influéncia das correntes maritimas da regiao temos o desenvolvimento da curva possuindo
taxas de concentragao maiores nos pontos mais perto da condigao inicial e menores para pontos
localizados mais distantes.
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Figura 1: Evolugao
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Fonte: Desenvolvido pelos autores no software Matlab.

Figura 2: Localizagao e anélise do comportamento da dispersdo do poluente na BSFA.
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6 Consideracgoes Finais

Durante o desenvolvimento deste trabalho foi estudado um modelo matematico de grande in-
teresse para a area de Ecologia Matematica. Esta pesquisa partiu do principio da importancia em
analisar impactos ambientais que podem afetar o ecossistema marinho.

A partir das condicoes iniciais, podemos observar uma dispersao do poluente causada por uma
mancha de material impactante, que ocorreu por interferéncia humana proveniente da urbanizagao
na regiao ou por outras agoes antropicas. Devido ao perfil de velocidades das correntes maritimas
da BSFA, o caminho realizado pela dispersdo ja era esperado. Pdde-se observar a diminuicao e o
comportamento da proporgao de concentragao do poluente a cada iteragao no tempo através dos
graficos (cf. Figuras 1 e 2) dos nos escolhidos na malha da regido.

O algoritmo utilizado para gerar os resultados graficos foi originalmente desenvolvido pelo pes-
quisador Prof. Dr. Marcos Marreiro Salvatierra, da Universidade do Estado do Amazonas (UEA),
e posteriormente adaptado para ser aplicado no dominio maritimo da BSFA. Esta adaptacgao refere-
se a mudanca de territorio para analisar as populagoes, que originalmente foram estudas na lagoa
Ibera em [8] e agora no territorio apresentado aqui. Por fim, espera-se que trabalhos futuros pos-
sam ser objeto de estudo de outros pesquisadores interessados pela area, assim dando continuidade
e aperfeigoamento a este trabalho.
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