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Resumo. Neste trabalho, apresentamos uma proposta de atividades para relacionar os números
metálicos às medidas das diagonais dos polígonos regulares. No planejamento das atividades, apli-
cadas a uma turma do 9o ano do Ensino Fundamental de uma escola pública na zona rural do
município de Mafra, Santa Catarina, utilizamos tecnologias digitais como o GeoGebra e as Plani-
lhas Google. Concluímos que estes aplicativos são excelentes ferramentas para estimular o senso
investigativo dos(as) estudantes acerca da relação dos números metálicos com os polígonos regu-
lares, e que as atividades propostas estão em conformidade com o que estabelece a Base Nacional
Comum Curricular (BNCC) sobre o uso de tecnologias digitais no ensino de matemática.
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1 Introdução

Segundo Boyer [1], há na história da matemática uma busca incessante pela revelação e compre-
ensão dos mistérios associados aos números, suas características e aplicações em diversos contextos.
E existem vários conjuntos numéricos intrigantes e interessantes, como os números pitagóricos, os
números primos, os números perfeitos, os números amigos, os números metálicos, ... Quanto aos
números metálicos, estes têm presença significativa na teoria dos números e em diversas aplicações
matemáticas, como por exemplo, no comprimento das diagonais de polígonos regulares.

Os números constituem uma das cinco unidades temáticas da Base Nacional Comum Curricular
(BNCC) [2] para o ensino de matemática.

A unidade temática Números tem como finalidade desenvolver o pensamento numérico,
que implica o conhecimento de maneiras de quantificar atributos de objetos e de julgar e
interpretar argumentos baseados em quantidades. No processo da construção da noção
de número, os alunos precisam desenvolver, entre outras, as ideias de aproximação,
proporcionalidade, equivalência e ordem, noções fundamentais da Matemática. Para
essa construção, é importante propor, por meio de situações significativas, sucessivas
ampliações dos campos numéricos. No estudo desses campos numéricos, devem ser
enfatizados registros, usos, significados e operações ([2], p. 268).
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Ainda, a BNCC estabelece como quinta competência específica de matemática para o Ensino
Fundamental: “Utilizar processos e ferramentas matemáticas, inclusive tecnologias digitais dispo-
níveis, para modelar e resolver problemas cotidianos, sociais e de outras áreas de conhecimento,
validando estratégias e resultados” ([2], p. 267).

Desta forma, propomos neste trabalho atividades [14] para relacionar os números metálicos às
medidas das diagonais dos polígonos regulares. As atividades foram aplicadas a uma turma do 9o

ano do Ensino Fundamental e exploram o emprego de tecnologias digitais, como o GeoGebra [5] e
as Planilhas Google [6].

2 Os números metálicos
A designer e matemática argentina Vera Martha Winitzky de Spinadel (1929 – 2017) lançou,

em 1998, dois livros: From the Golden Mean to Chaos e The Metallic Means and Design. No
primeiro, explorou o número de ouro e, a partir dele, definiu o conjunto dos números metálicos;
no segundo, destacou que os números metálicos servem como a base de um sistema de proporções
que possibilita o desenho de qualquer coisa.

Spinadel [15, 16] define os elementos que fazem parte da família dos números metálicos, tam-
bém conhecidos por média metálica, como sendo aqueles que são soluções positivas das equações
quadráticas do tipo

{x ∈ R/x2 − px− q = 0, x > 0, p, q ∈ N}. (1)
Os números metálicos também podem ser obtidos a partir de frações contínuas, sendo deno-

minados números irracionais quadráticos, ou seja, são solução de uma equação quadrática do tipo
(1), e também podem ser gerados a partir de sequências de Fibonacci [8].

Alguns números metálicos foram nomeados com nomes de metais, tais como os números de
ouro, de prata, de bronze, de cobre, de níquel e de platina. Na Tabela 1, podemos observar a
equação, os coeficientes p e q, a raiz irracional e o valor decimal aproximado de cinco desses seis
números metálicos.

Tabela 1: Nomes associados a alguns números metálicos [14].

Os números listados na Tabela 1 são os mais conhecidos da família dos números metálicos,
porém o conjunto é infinito, visto que p e q admitem qualquer valor natural. Os demais números
metálicos não possuem um nome associado a eles.

3 Diagonais dos polígonos regulares
Alguns estudos mais recentes mostram a relação entre os números metálicos e as diagonais de

polígonos regulares [3, 12]. O número de ouro, por exemplo, está associado à medida de uma
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das diagonais do pentágono regular [10]. Os demais números metálicos também guardam alguma
relação com as diagonais de polígonos regulares? Até o momento, não dispomos de um modelo ma-
temático que ofereça uma resposta a essa questão. No entanto, podemos analisar individualmente
alguns casos.

Para relacionar os números metálicos às diagonais dos polígonos regulares, utilizamos os Teo-
remas 3.1 e 3.2 que determinam o número de diagonais de um polígono regular, e os Teoremas 3.3
e 3.4 que estabelecem, respectivamente, a medida do lado e a medida das diagonais dos polígonos
regulares [4, 9].

Teorema 3.1. Todo polígono convexo de n lados possui exatamente n(n−3)
2 diagonais.

Teorema 3.2. Um polígono regular de n lados possui n−2
2 diagonais com medidas diferentes em

cada vértice se n é par, e n−3
2 diagonais com medidas diferentes em cada vértice se n é ímpar.

Teorema 3.3. Seja um polígono regular de n lados, inscrito em uma circunferência C, de centro
O e raio R. A medida ℓn dos lados desse polígono é dada por ℓn = 2Rsen

(
π
n

)
.

Teorema 3.4. Seja um polígono regular de n lados e k diagonais distintas, inscrito em uma
circunferência C, de centro O e raio R. A medida dn,k das diagonais desse polígono é dada por

dn,k = 2Rsen

(
(k + 1)π

n

)
, (2)

com n ∈ N e k = 1, 2, 3, ..., n− 3.

Para efetuar os cálculos relacionando o lado e as diagonais de um polígono regular, Oliveira
[12] considerou os lados que partem de um vértice como sendo a primeira e a última diagonais e,

com isso, propôs uma adaptação na fórmula (2) de (k + 1) para k – Figura 1, onde
dn,k
ℓn

, com

ℓn = dn,1, envolve o cálculo de radicais duplos [10, 11, 13].

Figura 1: Razão entre a medida da diagonal e a medida do lado, adaptado de [12].

Dando sequência a estas pesquisas, ampliamos a lista de polígonos analisados observando a
relação entre os números metálicos e a razão entre as medidas das diagonais e a medida do lado
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dos polígonos regulares de n lados, ou seja,
dn,k
ln

=
sen

(
(k+1)π

n

)
sen

(
π
n

) , com 4 ≤ n ≤ 20. Na Tabela 2, a

coluna A indica o número de lados do polígono regular e as colunas B a J, a razão entre a medida
das diagonais distintas e a medida do lado.

Tabela 2: Razão entre a medida da diagonal e o lado do polígono regular [14].

Tabela 3: Números metálicos σp,q, com 1 ≤ p ≤ 3 e 1 ≤ q ≤ 20 [14].

A Tabela 3 relaciona os valores dos números metálicos σp,q, com 1 ≤ p ≤ 3 e 1 ≤ q ≤ 20 , a
partir da solução positiva

p+
√
p2 + 4q

2
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das equações quadráticas da forma x2 − px− q = 0 [7, 16]. Aproximamos os referidos valores com
14 casas decimais.

Comparando as Tabelas 2 e 3, verificamos a relação da razão entre a medida da diagonal e a
medida do lado do pentágono regular, do hexágono regular e do octógono regular com os números
de ouro, de cobre e de prata, respectivamente.

Ainda, constatamos outras duas relações: o comprimento de uma diagonal do decágono regular
e o número metálico 1 +

√
5 = 3, 23606797... (p = 2 e q = 4); o comprimento de uma diagonal do

dodecágono regular e o número de platina 1 +
√
3 = 2, 73205080... (p = 2 e q = 2). Por meio da

comparação das tabelas e da observação dos valores aproximados nelas apresentados, percebemos
que não há relação entre a razão das medidas das diagonais e o lado de outros polígonos regulares
com 4 ≤ n ≤ 20 e os números metálicos, exceto os citados para n ∈ {5, 6, 8, 10, 12}.

4 Atividades com as Planilhas Google e o GeoGebra

Schiefler [14] aplicou em uma turma do 9o do Ensino Fundamental de uma escola pública
na zona rural do município de Mafra, Santa Catarina, as atividades que elaboramos integrando o
estudo de equações do segundo grau e polígonos regulares com os números metálicos, e empregando
o GeoGebra e as Planilhas Google como instrumentos auxiliares.

Para iniciar a atividade, apresentamos a equação x2−x−1 = 0, e solicitamos aos(às) estudantes
para que calculassem possíveis soluções pelos métodos já estudados, ou seja, usando o conhecimento
prévio sobre as soluções da equação do segundo grau pela fórmula de Báskara. Os resultados obtidos
foram 1+

√
5

2 e 1−
√
5

2 , que na forma decimal representam aproximadamente 1, 618 e −0, 618. A raiz
positiva calculada é o número de ouro. Apresentamos então a definição de números metálicos como
sendo as raízes positivas das equações da forma x2 − px− q = 0, com p, q ∈ N [15].

Para calcular os valores decimais dos números metálicos, utilizamos os tablets e construímos
uma tabela no Planilhas Google. A programação para o cálculo das raízes da equação x2−px−q = 0
foi baseada nos valores dos coeficientes p e q, como ilustra a Figura 2.

Figura 2: Raízes das equações associadas aos números metálicos no Planilhas Google [14].

Dando continuidade, verificamos a relação entre os números metálicos e as diagonais dos polígo-
nos regulares com o uso do GeoGebra. Para iniciar, os eixos foram retirados e a malha quadriculada
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configurada em uma escala de 10000 unidades × 10000 unidades, para aumentar a quantidade de
algarismos nas medidas das diagonais – Figura 3.

Figura 3: Números metálicos e as diagonais dos polígonos regulares [14].

Comparando as medidas determinadas na planilha e a medida das diagonais calculadas no
GeoGebra, constatamos a presença do número de ouro na medida da diagonal do pentágono regular,
do número de cobre na medida da diagonal do hexágono regular e do número de prata na medida da
diagonal do octógono regular. Também observamos que a medida de outra diagonal do hexágono
regular apresenta relação com o número de platina 2, 732050..., porém com uma unidade a menos,
ou seja, 1, 732050....

Os(as) estudantes gostaram das atividades, realizando-as com interesse, sendo que 15 dos(as)
16 integrantes da turma aprovaram o uso dos softwares e nenhum(a) deles(as) conhecia o Geo-
Gebra ou o Planilhas Google. Os(as) estudantes também informaram que gostaram da agilidade
na realização dos cálculos, da interação com as tecnologias e a possibilidade de conhecer novas
ferramentas. O ponto negativo destacado foi de que, quando realizadas no papel, as atividades
permitem melhor compreensão de cada etapa dos cálculos. As dificuldades verificadas tiveram
relação com a construção dos polígonos sobre a malha e com as desconfigurações causadas por
toques sobre a tela.

5 Considerações Finais

Neste trabalho, exploramos a partir dos números metálicos conteúdos como equações quadrá-
ticas, limites de sequências, frações contínuas e razão entre segmentos de reta. Abordamos ainda
aplicações dos números metálicos, especialmente os números de ouro e prata, em diversas áreas do
conhecimento, destacando sua presença em elementos e sistemas de proporções ao longo da história.
Investigamos também a relação entre números metálicos e as medidas das diagonais de polígonos
regulares, estabelecendo associações em alguns casos. Nas atividades, o tema mostrou-se versátil
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para contextualização no Ensino Fundamental através do uso de ferramentas como o GeoGebra e
as Planilhas Google. O projeto incentivou a curiosidade, evidenciou a natureza investigativa da
matemática e ressaltou o potencial de aplicação dos números metálicos, integrando desta forma
geometria e álgebra.
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