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Resumo. Neste trabalho apresentamos a simulagdo numérica para as solugbes aproximadas de
uma equacgdo ndo linear do tipo Burgers com fronteira mével. O problema aproximado é definido
utilizando o método de Crank-Nicolson-Galerkin linearizado, resultando em um sistema de equa-
coes algébricas lineares em cada passo de tempo mantendo a ordem de convergéncia quadratica
no tempo. Realizamos simula¢ées numéricas utilizando polinémios de Lagrange de diferentes or-
dens, como linear, quadratico, ctbico e cibico de Hermite. Além disso, apresentamos gréficos e
analisamos as ordens de convergéncia em cenarios unidimensionais e bidimensionais. Assim, nossos
resultados evidenciam a consisténcia entre as abordagens teéricas e numéricas, proporcionando uma
compreensao abrangente do problema em estudo.
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1 Introducao

Neste trabalho realizamos a simulagao numérica de um problema nao linear de uma equagao
do tipo Burgers em um dominio nao cilindrico. O modelo em estudo é dado por

ug(x,t) — Au(z, t)/—\i— V- ¢(u(z,t) = f(z,t) em Q
u(z,t) =0 em X, (1)
u(z,0) =up(z) em Lo

2
onde ¢ : R — R? & uma funcio vetorial, tal que ¢;(s) = % +s,Vi = 1,---,d. Para cada

t € 0,7, = {z € R 2 = k(t)y,y € Q} é a deformagao de 2 no tempo t, @ representa o

dominio néo cilindrico de R*, definido por Q = {(z,t) € R x (0,T);z € 4} = U {Q x {t}},
0<t<T

cuja a fronteira lateral . ¢ definida por 3 = U {T'y x {t}}, com I'; sendo a fronteira de €.

0<t<T
O artigo [3]| aborda a existéncia e unicidade de uma soluc¢do particular da equagao (1), consi-

derando a equagao homogénea e o caso unidimensional. O estudo também apresenta os aspectos
numéricos do problema, onde o método dos elementos finitos é utilizado na variavel espacial e
diferencas finitas na variavel temporal. No entanto, é importante observar que o método numérico
empregado apresenta uma taxa de convergéncia de primeira ordem no tempo. Ambos os artigos,
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[1] e [2], contribuem para a compreensdo e analise da equacdo de Burgers em diferentes contex-
tos, fornecendo resultados importantes sobre a existéncia e unicidade de solu¢oes em dominios
que podem ser transformados em retdngulos e dominios nao regulares, respectivamente, no caso
unidimensional.

A demonstragao do Teorema (1.1) pode ser encontrada em [4]. Essa demonstragdo é feita
por meio de uma mudanga de varidvel que transforma o problema em estudo em um problema
equivalente definido em dominio cilindrico, cujas se¢oes nao dependem do tempo t. Isto nos permite
usar resultados de compacidade e o método de Faedo-Galerkin. Apo6s a mudanga de variavel, o
problema transformado é definido no cilindro @ = Q x [0, 7] com fronteira ¥ =T x (0,7T) e pode
Ser expresso como,

K (t) 1 1 _
Ut(yat) - k(t) V’U(yﬂf) Y = WAUQ%“ + mv : ¢(’U(y?t)) - g(yat) €m Q7 )
v(y,t) =0 em X, )
'U(y, O) = ’Uo(y) €m Qa

onde g(y,t) = f(k(t)y, ).

A equivaléncia entre os problemas (1) e (2) assegura a existéncia e unicidade de solugdo para
o problema (1) definido no dominio nao cilindrico. Para obter tais resultados é necessario assumir
as seguintes hipoteses:

(H1) A fronteira I' de Q2 é de classe C?;
(H2) k = k(t) é uma fungao real de classe C2, com 0 < ko < k (t) < ky.

Theorem 1.1. Sob as hipdteses (H1) e (H2), considerando o dado inicial ug € HE(Qo) N
H?(Qo), f € L?(0,T; H}()), existe uma tinica solugio forte u : Q — R do problema (1) sa-
tisfazendo as condigdes:

1. we L0, T; HE(Qy) N H2(Q,));

2. u' € L2(0,T; H (%));

3. /' (z,t) — Au(z,t) + V- d(u(z,t)) = f(z,t) gsem Q.
4. u(z,0) =up(xz) em Qo.

2 Simulagao Numérica

O objetivo desta secao é aplicar um método numeérico para obter solugoes aproximadas do
modelo em estudo (1) nos casos: unidimensional e bidimensional. Para isto, aplicamos o Método
de Crank-Nicolson Galerkin linearizado, que consiste em utilizar o método de elementos finitos
no espaco e diferengas finitas no tempo. Mais especificamente, usamos uma variagdo de Crank-
Nicolson no tempo, como sugerido em [5], no qual é conhecido como Crank-Nicolson-Galerkin
linearizado. A vantagem desse esquema é que, para cada passo de tempo, encontrar a solugao
aproximada esté em resolver um sistema algébrico linear. Além disso, tal linearizacao nao afeta a
ordem de convergéncia ao longo do tempo, ou seja, continua sendo de ordem quadrética.

Considere a existéncia de uma familia de subespacos de dimensdo finita {S}; ()}, em
H} () possuindo a seguinte propriedade: dado um inteiro r € N, r > 2 e h, se v € H}(Q) N H?*(Q),
para algum 1 < s < r, entao

inf — X||+R||V(v = X)|| < ch®[|v]]s, 3
xéél,qm)”” [+ Al[V(v = X)|| < ch?[v]| (3)

DOI: 10.5540/03.2025.011.01.0481 010481-2 © 2025 SBMAC


http://dx.doi.org/10.5540/03.2025.011.01.0481

Proceeding Series of the Brazilian Society of Computational and Applied Mathematics. v. 11, n. 1, 2025.

onde ¢ é uma constante independente de h e v, || - ||s € a norma de H*(Q2), e r esta relacionado
ao grau do polinémio das funcées base de S7(2). O ntmero r é a ordem de precisao da familia
Sp(£2). No caso de funcoes lineares por partes, temos que r = 2. No caso r > 2, S} (Q) consiste
em polindmios de grau no maximo r — 1 em uma triangularizacao, para maiores detalhes, veja [5].

Com relagao a discretizagao temporal, seja 0 =ty <t; < --- <ty =T,V N € N, uma partigao
uniforme de [0, 7], com 7 o comprimento de cada intervalo de tempo, N a parte inteira de T'/7 e
b1 = (tn + tn—1)/2 o ponto médio do n-ésimo intervalo. Seja r uma funcdo qualquer definida
sob essa discretizagdo, com r"™ = r(t,), usamos a seguinte notagao:

67_,,,71 _ rn o ,rnfl’?n _ v ,r.nfl ’Fn _ 37,7171 _ Tn72 ’ 87—7‘1,0 _ 7,1,0 _ ,,,07?1’0 _ Tl,O + TO
T 2 2 T 2
O termo r'? ¢ um valor previsto para r'. Seu uso serd discutido mais adiante. Para cada n €
{2,---, N}, o problema totalmente discreto consiste em determinar V" em S} (), tal que
@:V™X) + alt,_1)(y - YV, X) + B(t,_1)(VV", VLX)
—n _ 1 r
(- )(V-0(V7), X) = (g"72, &) VA € 53(9), (4)

O grande destaque desse novo esquema é que ele recai em um sistema algébrico linear, isto sem
perder a ordem de convergéncia quadratica no tempo. Para n = 1 sera utilizado o método Preditor-
Corretor de passo tinico, onde faremos o uso de uma aproximagao linear, para gerar uma solugao
aproximada preditora para v(t1), o qual chamaremos de V19, tal que

@, V0, X) + a(ty)(y - YV, X) 4+ B(t,)(VVH, V.X)
Yt (V- 0(V0), %) = (g7, &) VX € Sj(9). (5)

Com esta aproximacao obtida, consideramos a aproximacao VY no termo nao linear, obtemos a
solucdo preditora V! satisfazendo:

@ VLX) +alty)(y- YV, X) + B(t2)(VVE, VX)
+(t)(V-6(V10),X) = (g7, X) VX € S(Q), (6)
A existéncia e unicidade de {V"}2_; satisfazendo (4), (5) e (6) segue do fato deste ser equivalente
a um sistema do tipo Ay = b, com A invertivel.
2.1 Algoritmo do Método de Crank-Nicolson- Galerkin Linearizado

Seja {¢;}™, uma base de S} (£2). De fato, como V" pertence ao espago S}, (€2) temos que V"
pode ser escrito como combinagao linear da base, ou seja,

m
V=Y (7)
j=1
Portanto, substituindo (7) em (4) e considerando X = t);, para i = 1,--- ,m, obtemos um sistema
algébrico linear
Ma‘rcn + K(tn—1/2)€n + F(En) = G(tn—1/2) (8)

onde as matrizes e os vetores sao definidos por,

My = (Vj,%i), Kij(tn—1/2) = B(tn_1/2)(V;, Vi) + altn_1/2)(y - V5,9),
Fi(@) = Ata-1y2) (6 Do ctwn ), V), Giltno1/2) = (9(tn-172),01)
k=1

Ay = (Vi, Vi), bi(vg) = (Voo, Viby) ¢ = (], c5, -+, )t
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parai,j € {1,2,---,m}. Obtemos abaixo, o seguinte algoritmo para calcular solu¢des aproximadas
para o nosso modelo em estudo,

Ac® = b(wy)
(M + K(tl/z)%)cw = (M- gK(tl/Q))co —7F(P) + 7G(t12)

Cl,() +CO
2
T - -n
)Cn = (M — §K(tn_1/2))cn L TF(C ) + TG(tn_l/Q).

(M +K(h2)5)e! = (M = SK(t2)) = 7F( ) +7G(t1))

(M + K(tn—1/2)

Nl

3 Resultados Numeéricos

Apresentamos nesta se¢ao dois exemplos da solugdo aproximada do problema (2), um para o
caso unidimensional e outro para o caso bidimensional usando como base do subespaco S7,(€2), os
polinémios de Lagrange linear, quadratico, ctibico e de Hermite ciibico. Para ambos os exemplos,
dois tipos de fungoes k(t), que define a fronteira, estdo sendo considerados para analisar o compor-
tamento da solugao da equagao (4)-(6). Em todas as simulag¢bes numeéricas consideramos o espago
Q = [-1, 1] para o caso unidimensional e o espago 2 = [—1,1] x [—1, 1] para o caso bidimensional,
e o tempo final, T'= 1. Em todas as simulagoes considere as seguintes opgoes para k(t) :

143t

3 — cos(4nt)
C 243t

(a) Kt .

(b) k()= Vvt > 0.

Tendo em vista que a solugao exata do modelo (2) néo é conhecida, para validar a implementacao,
simulamos um problema com uma solugdo exata conhecida de (2) que nos permitira calcular o erro
e a ordem de convergéncia do erro no tempo e no espago, quando a malha for refinada em h e 7.
Com base no teorema de esitimativa de erro demonstrado no trabalho [4], temos que a ordem de

convergéncia ¢ O(72) no tempo e O(h") no espaco, onde

B(h,7) = max {|IV"=v(ta)lI} < (b +72) 0

com c constante independente de h e 7. Todas as taxas de convergéncia que mostraremos estao de
acordo com (9).

3.1 Exemplol: Unidimensional

Consideramos como solugao exata a fungao v(y,t) = e'sen(ry). Para analisar a taxa de
convergéncia, o modelo em questao foi simulado com diferentes combinag¢oes. Podemos analisar o
erro E(h, 1) = E(h, h?*1/2) como funcao de h, como funcio de m e como funcao do runtime, onde
h é o comprimento de cada elemento da particao de Q, m é a dimensao de S} (Q2) e runtime é o
tempo gasto de execucdo para cada simulacdo. A medida que refinamos h e 7 é natural esperarmos
que, em algum momento, ocorra uma divergéncia devido ao acimulo de erros de arredondamento
no calculo do erro E. As discretizagoes utilizadas para o caso unidimensional so:

he{272273 ...,2718} r =h e p=1: Lagrange;
he{272,273 ... 2712}, T =h? e p = 2: Lagrange;
he{27%273 ...,27%, 7=h? ep=3: Lagrange;
he{272273 ...,2719 7 =h? ep=3: Hermite;
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onde p é o grau do polindmio das fungdes da base de S;(£2). A escolha de 7 como funcao de
h, dado por 7 = h"/2, é essencial para observar a taxa de convergéncia no tempo e no espaco.
Os triangulos da Figura 1 nos permite concluir que estas curvas de erro estdo de acordo com
as estimativas demonstradas em [4]. Ressalta-se que, devido aos valores serem muito pequenos,
optamos por utilizar a escala logaritmica na Figura 1.

*--- p=1, Lagl *

---0O--- p=2, Lag2 *
+--- p=3 Lag3 8 10?

<o p=3, Hermite | ¥

101t 101t N 101tk e

10° 10
runtime (s)

Figura 1: Exemplo 1 - Problema nao-homogéneo 1D, fronteira (a). Erro E(h, 7). Fonte: dos autores.

Uma vez validada a implementacao, voltamos a nossa atencao para o modelo em estudo con-
siderando alguma fungdo g. Em nossa simulacao, consideramos g = 0 em (2). Do lado direito da
Figura 2 e da Figura 3, temos as solugoes aproximadas U™, paran = 0,1,--- , N, para o exemplo 1

usando base cubica de Lagrange no dominio nao cilindrico. Em ambos os casos sao considerados,
h=23e7r =26,

Uil

Figura 2: Solugio numérica com base ctibica de Lagrange. {V"}Y_  do exemplo 1 com fronteira
(a) esta no lado esquerdo no dominio cilindrico e {U"})_; do lado direito no dominio nao cilindrico

considerando g = 0. Fonte: dos autores.
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{['”};\’V 0

Figura 3: Solu¢io numérica com base ctibica de Lagrange. {V"}Y_; do exemplo 1 com fronteira
(b) esta no lado esquerdo no dominio cilindrico e {U"}2_, do lado direito no dominio nao cilindrico
considerando g = 0.Fonte: dos autores.

No caso bidimensional, consideramos como solugao exata v(y1,y2,t) = e’ sen(wy1) sen(myz).
Similarmente ao caso unidimensional a Figura 4 mostra o erro E(h,T) para as quatro bases im-
plementadas considerando a fronteira (b). Porém, para o caso bidimensional, devido ao alto
custo computacional, nenhum refinamento foi feito até que o erro divergisse. Para o dominio
Q = [-1,1] x [~1,1] escolhido, consideramos h = \/(2/Ny1)% + (2/Nyz2)2, onde Ny; e Ny, sdo
os ntimeros dos elementos dos eixos y; e y2 respectivamente, tal que Ny; = Nyy € {2324 ...},
Como no caso unidimensional, a Figura 4 exibe o erro em funcao de h, em fungao de m e de
runtime. Devido a semelhanca do erro utilizando os dois tipos de fungoes k(t), que definem a
fronteira, inserimos a imagem do erro considerando a fungao k(t) do tipo (b).

<o %--- p=1,lagl *
---O--- p=2,Lag2 .

10° 102 10
h m runtime (s)

Figura 4: Taxa de convergéncia, dimensao do espago aproximado e tempo de execugao do exemplo
2, fronteira (b). Fonte: dos autores.

Assim como no caso unidimensional, uma vez validada a implementagao, voltamos a nossa
atencao para o modelo em estudo considerando alguma fungao g. Porém, em nossa simulacao,
consideramos g = 0 em (2). Na Figura 5 temos as solugbes aproximadas U™, para n = 0,4, 8, para
o exemplo 2 usando a base de Lagrange Cubico com a condigdo (a) em dominio nao cilindrico. A
Figura 5 foi gerada com h = 273/2 ¢ 7 =275,
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0.5

-0.5

-0.5

Figura 5: Solu¢ao numérica do exemplo 2,com base ciibica de Lagrange e fronteira (a). Na sequéncia
das figuras da esquerda para a direita, U(z1, za,to), U(x1, x2,t4) e U(x1, 22, ts). Fonte: dos autores.

4 Consideracoes Finais

E interessante constatar que visualmente a taxa de convergéncia foi mantida na ordem 6tima
para cada base escolhida, mesmo nos casos mais refinados. Além disso, os resultados demonstraram
que o problema nao foi significativamente afetado pela escolha da fronteira.

Do ponto de vista do tempo computacional, comprovamos numericamente que o método de
Crank-Nicolson-Galerkin linearizado, que possui uma ordem de convergéncia quadratica, apresenta
uma vantagem significativa em relagdo ao método de Newton. Essa vantagem se deve ao fato de
que o método de Crank-Nicolson-Galerkin linearizado evita o célculo da matriz jacobiana a cada
intervalo de tempo. Sendo assim, ao evitar esse calculo repetitivo da matriz jacobiana, o método de
Crank-Nicolson-Galerkin linearizado consegue reduzir o tempo de execugao, economizando recursos
computacionais e acelerando o processo de simulag@o, tornando-o uma opg¢ao mais eficiente em
termos de tempo de execugdo em comparacao com o método de Newton.

Referéncias

[1] Y. Benia e B.-K. Sadallah. “Existence of solutions to Burgers equations in a non-parabolic
domain”. Em: Electronic Journal of Differential Equations 20 (2018), pp. 1-13.

[2] Y. Benia e B.-K. Sadallah. “Existence of solutions to Burgers equations in domains that can
be transformed into rectangles”. Em: Electronic Journal of Differential Equations 157
(2016), pp. 1-13.

[3] H.R. Clark, M. A. Rincon e A. Silva. “Analysis and Numerical Simulation of Viscous Burgers
Equation”. Em: Numerical Functional Analysis and Optimization 7 (2011), pp. 695—
716.

[4] L. C. M. Pereira. “Analise Numeérica de uma equac¢do de Burgers ndo linear com fronteira
movel”. Tese de doutorado. UFRJ/PPGI, 2023.

[5] V. Thomée. Galerkin Finite Element Methods for Parabolic Problems. 2a. ed. Springer-
Verlag Berlin Heidelberg, 2006. 1SBN: 9783540331216.

DOI: 10.5540/03.2025.011.01.0481 010481-7 © 2025 SBMAC


http://dx.doi.org/10.5540/03.2025.011.01.0481

