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Resumo. Neste artigo visamos apresentar & comunidade cientifica uma versao modificada da fun¢éao
de Lambert, que busca ser mais abrangente e oferece solugdes analiticas para certos problemas
(em especial equagdes trinomiais). Além disso, também listaremos algumas de suas propriedades
e demonstraremos como obter solugbes de equagdes trinomiais arbitrarias a partir da fungdo de
Lambert-Tsallis. Aspectos numéricos para a obtengao e calculo da fungdo também serdo tratados
e, por fim, também serdo mostradas algumas de suas aplicagoes.
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1 Introducao

O estudo de raizes de trinémios remonta a quase 300 anos, comegando com o trabalho de Lam-
bert [1] e seguido pelos de Euler [2]. Desde entao, varios trabalhos desenvolvidos se aprofundaram
nessa area ao longo dos ultimos séculos, nos entregando como resultado os Polinémios de Bell e a
funcao Fox-Wright, por exemplo. No geral, o estudo de equagbes polinomiais é empreendido por
uma vasta teoria e propriedades, que inclui teoremas como o Teorema da Localizagao dos Zeros
de Cauchy, a regra dos sinais de Descartes, o Teorema de Pellet, Teorema de Enestrom-Kakeya,
Teorema de Rouche e alguns outros.

Essas teorias constituem o ideario que propicia importantes discussoes acerca de temas como
o nimero de raizes complexas e reais, localizacao dessas raizes no plano complexo, estabilidade
de sistemas, zona de convergéncia e assim por diante. No entanto, quando se trata de féormulas
analiticas para célculo de raizes polinomiais estas sao limitadas a casos especificos. No caso de
trindmios, em especifico, algumas abordagens foram introduzidas para se obter as féormulas das
raizes em [3-5]; no entanto, estas exigem o uso de ferramentas complexas como polinémios de Bell,
fun¢oes hipergeométricas, formas explicitas usando expansao de séries de poténcias e requisitos para
ter uma solugao convergente, o que nem sempre sao convenientes e dificulta o uso em engenharia.

Este trabalho tem como um de seus objetivos apresentar a comunidade matematica a fungao
especial de Lambert-Tsallis, W, (z), que é capaz de descrever analiticamente as raizes de equagoes
trinomiais, sem importar a ordem da equacdo e a natureza inteira ou nao dos expoentes. A
abordagem de problemas usando essa funcéo se torna mais simples por nao requerer aproximacoes,
nem impor condi¢bes para garantir convergéncia, ou utilizar outras funcoes especiais, expansao
em séries de poténcias, analise da derivada, etc., o que acaba por simplificar em muito a anélise e
aplicagdes em campos diversos da Matematica, Fisica e engenharias [6, 7].

A organizacao desse trabalho dar-se-4 com uma sec¢ao de apresentacio da func¢do de Lambert-
Tsallis, ressaltando a motivagao de sua definicao além de importantes propriedades da mesma e,
por fim, destaca-se a metodologia de descricdo de um problema genérico e sua solugao analitica
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usando a referida funcao. Na secao 3 sao ressaltados aspectos numeéricos de obtengao dos valores
para essa funcao especial, destacando sua caracteristica multivalorada e o respectivo ntimero de so-
lugoes associadas aos tnicos dois pardmetros da fungdo. Em uma tltima se¢ao sdo reapresentadas
resultados de estudos obtidos anteriormente, que utilizaram outros tipos de ferramentas mateméa-
ticas, comparando-os com a abordagem analitica propiciada pela fungao de Lambert-Tsallis. Por
fim, nas conclusoes destacaremos as principais vantagens em se usar abordagem aqui proposta
através da funcao Wy (z).

2 Funcao de Lambert-Tsallis, W,.(z)

A funcao W de Lambert, como hoje é conhecida, foi primeiro introduzida pelo software Maple
como ProductLog (), tendo sua nomenclatura atual sugerida por um artigo que documentou e
explorou varios de seus aspectos, popularizando-a [8]. Muito da teoria bésica da fungao foi primeiro
estudada e desenvolvida por Lambert em 1758, em um estudo que almejava solucionar uma equagao
trinomial por desenvolvimento em séries. Euler reformulou os problemas de Lambert em 1779,
chegando em outros desenvolvimentos e conclusées. No geral, a fungdo W de Lambert é usada
em diversos campos de estudo, incluindo Fisica, Estatistica, Matematica, Biologia, engenharias e
outros. Por definigdo, a Fungao de Lambert, W (z), é definida como todas as solugdes da equagao
algébrica

w- e’ =z, (1)

onde z é o argumento da fungdo, e w corresponde a todos os valores de W(z). A funcdo de
Lambert-Tsallis surgiu como uma alteragao na definicao da fun¢ao de Lambert, alterando o termo
exponencial na equagao (1) pela exponencial de Tsallis, proposta em 1994 [9]. Tal fungao é bem
conhecida dos fisicos, mateméticos e engenheiros, possuindo o parametro de incerteza, g, e é definida
como

1

eg=[1+(1-q)z]"7,Vz (2)

2.1 Definicao

As equagoes (1) e (2) serviram de inspiragdo para o trabalho de Ramos [10], motivado por
aplicacoes em sua area de estudo envolvendo o pardmetro de incerteza, q. A proposta, entao, foi
a equacao

1

1—q

W |14+ (1—q) - w, =wq e =2, (3)

onde representam-se os valores da fungdo de Lambert-Tsallis 3 por w,, sendo z o argumento da
mesma. Observa-se que a equagao (3) é descrita em termos do parametro de incerteza, g, utilizado
historicamente na literatura associado a defini¢ao original de Tsallis, cujos valores sao reportados
também & aplicagoes especificas.

Contudo, ao introduzir a modificacdo r = %_q, sob o ponto de vista puramente matematico,
a reescrita da equagao (3) elucida o manuseio algébrico em torno da exponencial de Tsallis (e sua
aplicacgdo na fungao de Lambert); garante clareza nas propriedades polinomiais da referida equagao
quanto ao niamero de valores assumidos para a fungdao de Lambert-Tsallis; e, por fim, possibilita
um maior entendimento das propriedades matematicas da fungao, o que facilita a divulgacao e
vislumbre em potenciais aplicacoes da fungao. Por essas razoes, tal equagao seré reescrita como

w (14 28) =w, e =2, (4)
T

3Também designada por Wy (z), mais adiante.
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onde a parametrizacao do problema sera feita por r ao invés de ¢q. Em outras palavras, reescreve-se
a proposta inicial de Rubens utilizando r como parametro da Fungao de Lambert-Tsallis, i.e., daqui
em diante denominada e referenciada como W,.(z).

2.2 Propriedades

Intimeras propriedades ja foram descobertas e discutidas em apontamentos internos do grupo
de pesquisa, mas estao aqui listadas algumas das mais relevantes, em especial quando r € Z*.

Tabela 1: Lista de propriedades relacionadas & funcao de Lambert Tsallis.
Propriedades Algébricas

: W@ o Wz _ 1
Wr(z) = 77 -1 T : T e Ear
W, W,
c0zpfz — (o+h)z % = 1 quando Z(Z) = —1 quando
ar fi?”a (C;;ﬂ)r z = —2r e r for um z =2r er for um
e =e ., .- , . .-
[ T’] ar numero par positivo numero impar positivo
— _ _T WT(T) — A
Para A = > tem-se =0 = Wa(A)
r+1 1/r
—_ _(_r o | W (N) _ r+1
Para \ = (T+1> , tem-se { 3 ==
Parar € Z}

Quandor >>1lez€eR, o0
comportamento geral de W,.(z)
sera centrado em (—r,0) e seus

valores entornam a regiao definida

por W,.(2)/r =~ (|z|'/" — 1)

Para z € R, W, (z) tera no maximo 3 valores reais
que dependerao da paridade de r e do sinal de z
Para r € Z*
W,(2) possui r valores | W,.(0) =0 \ lim, oo Wi(2) &= —r

W,-(z) possui W,(0) = {0, —r} e o ultimo
r 4+ 1 valores tem multiplicidade r

Em linhas gerais as propriedades apresentadas sao importantes no manuseio dos problemas
mateméticos para a eventual definicio do mesmo em termos da fungdo de Lambert-Tsallis. Ao
contrario da fungao de Lambert que possui apenas dois ramos reais, a fungao W,.(z) pode possuir
até trés ramos reais a depender de r e z. De fato, tais raizes tém sido perfeitamente descritas
em aplicagoes [6, 7] onde utilizou-se a fungdo W,.(z) para representar analiticamente determinada
variavel cuja natureza do problema impode condicoes quanto a necessidade da mesma assumir
valores reais, positivos e os sistemas associados serem estaveis.

As relagoes limitantes entre as interfaces dos trés ramos reais é uma outra potencialidade do
uso da fungdo, uma vez que estas s@o bem estabelecidas e descritas analiticamente em termos de
r e z sendo, portanto, outro grande diferencial ao se usar a fungdo W,.(z). Isso acontece porque o
pesquisador conseguira avaliar analiticamente relacoes entre varidveis fisicas ou situagoes limitantes
sobre determinadas condicoes de existéncia ou limitrofes do problema em estudo. Na préatica, isso
significa ser capaz de associar situagoes criticas que nao conseguem ser tratadas numericamente
ao se resolver tais problemas, uma vez que a mudanca de pardmetros nao é capaz de estabelecer
analiticamente relagoes envolvendo duas, trés ou mais outras constantes.

Descrever analiticamente um problema usando a fungao de Lambert-Tsallis é algo que pode ser
feito utilizando uma sequencia logica de passos. Para tanto, parte-se do trinémio " +a,,x"+ag = 0
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com n,m € R sendo m < n e a,,, ag € C, conforme descrito abaixo:

" +amr™ +ag =0
i Isola-se o termo independente

" + apmz™ = —agp
Coloca-se a menor poténcia de © em evidéncia
m "™\ _ —aop
om (14 — —a
Am Am ..
Reescreve-se o binémio em termos de exp1(z)
m 1 ,.n—m)\ _ —ao
xzMexp; (a— ) =
" A (7" = ":nm) para igualar o expoente de x
rm I n—m — —Qa
" exp, (—mx ) (—amo)
- Mesmo radical no lado esquerdo
T rm r .n—m)\ _ T ([ —aog

>Escreve—se a equagdo usando Wr.(z)

Ezpressao final de x

e

3 Calculo Numérico de W, (z)

Um desafio que pode surgir no uso de W,.(z) é o de como calcular os valores da func¢do dados
r e z na equagao (4). No entanto, essa é uma tarefa simples e que pode ser feita utilizando uma
logica algoritmica através de algumas simples substituigoes. Segue

x (1 + %)T =z ‘
n/d \)r =% >0, considerando que mdc(n,d) = 1
rn(Lag) =20 Yy — o
y=x
AR &
(ke — 1)k = z4 L7 0TY (6)

Sobre tal equagao, observa-se que temos sempre um polinémio com coeficientes inteiros e positivos.
Assim, uma vez encontrados os valores de k, é possivel facilmente fazer o processo inverso k —
y — x através das equagoes (5) e (6), respectivamente, para obtermos o resultado original. Para
o caso em que r < 0, onde se assume que n < 0 e d > 0, podemos prosseguir a partir de (6) para
encontrar
e ) (7)
n
A partir das equagoes (6) e (7), pode-se inferir as seguintes informagoes quanto ao ntimero de
valores de W,.(2).

Tabela 2: Quantidade de valores de W,.(z) a depender do valor de r.

r #W,.(2)
>0 n+d
re’Zf n+1
r el |n|
r<0 max(d, |n|)

r:%l<0 d

O passo a passo descrito deixa claro que é facil calcular a fun¢ao W,.(z) para valores arbitrarios
de r € Q. Além disso, a Tabela 2 indica a quantidade de valores no célculo da funcao W,.(z), dado
fundamental para verificar a acuracia do algoritmo utilizado.
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4 Aplicacoes

Nos tltimos quatro anos, a fungdo W,.(z) tém sido utilizada na descrigdo analitica das mais
distintas aplicagoes em Fisica, Matemética e engenharia [11-13]. De fato, a ferramenta repre-
senta nao apenas uma fungdo especial com apenas 2 parametros, mas a real possibilidade de se
encontrar solugao analitica de problemas sem impor condigoes de convergéncia, uso de séries ou de
conhecimentos prévios sobre a derivada da fungao, entre outros fatores. Essas sao apenas algumas
caracteristicas que viabilizam o uso e divulgagao dessa importante e nova fungao especial.

4.1 Teoria da Informacao
Para ilustrar a simplicidade da fungao W,.(z) se comparada a outras ferramentas, sera conside-
rada a modelagem da capacidade de um canal de comunicacdo [14, 15|, onde C = log, z e x é a
dnica solucao real positiva da seguinte equagao trinomial:
aN N9 _1=0, N>Q>0. (8)
Analiticamente, a solugdo para esse problema [15] foi expressa como
(. 25)
N TN
i1

(04 )

que faz uso da fungéo de Fox-Wright (9) definida, para este caso, por

1%{(04,14) } /3ZFa+An | (10)

=19

7 (9)

De acordo com [15], a formulacao analitica na resposta obtida é importante para analisar diversos
fatores como pequenas perturbacoes nos canais, diferencas de capacidade, ver a relagao entre
capacidade e outros parametros do canal, etc. Apesar da elegincia, contudo, é possivel que um
usuario se veja limitado pela natureza matematica da solugao proposta, visto que a descricao
analitica da fungao Fox-Wright envolve pelo menos cinco parametros, cuja funcionalidade associa-
se unicamente & Matemética sem revelar qualquer insight do problema fisico em questdo. Além
disso, a implementagao computacional pode depender de fatores para que a convergéncia da solugao
seja garantida. Para os engenheiros, especialmente, essa discussdo pode ser um fator limitante de
viabilidade de uso.

Por outro lado, a solugdo do mesmo problema em termos de W,.(z), apds simples manipulagoes
matematicas gera

I= {_IW,. [—r(—l)r}}é, com r = NL_Q (11)

Note que a solugdo em termos de W,.(z) ndo corresponde & raiz real positiva do trindémio, mas
sim a todas elas. Em [14] sdo apresentados os valores de = representados por 2C(N.Q) A tabela
seguinte contém os valores de = usando as solugoes (9) e (11), mostrando total concordancia entre
as mesmas.
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Tabela 3: Comparagao de resultados numéricos usando as fungoes Fox-Wright e de Lambert-Tsallis.

20009 p =¥ |55 i1] e ={-tWe [ ()
201 1.6180 1.6180
20(.1) 1.4656 1.4656
2C(3,2) 1.3247 1.3247
2C0(4,2) 1.2720 1.2720
2C¢(5.1) 1.3247 1.3247

4.2 QOutras aplicagoes

A func@o de Lambert-Tsallis tem-se mostrado uma potencial ferramenta analitica em diversos
tipos de problema. Em seguida, estao descritos alguns com suas respectivas solugoes. A citar:

Tabela 4: Apresentagdo de problemas e suas solugdes usando Wp.(z).

Problema Solugao Descricao
T NI (e
para0 < g <1 parar = X
2" —ar+ (a—1) =0, r={-2W,[-Z (O‘Tfl)q }1 " Reformulacao das equacoes
para a > 1 parar=mn—1 para séries uniformes de
2" — e (y— 1) =0, z=—2W, [_L (L—l)'} pagamentos em matemaética
1 YA financeira [16]
para 7y > para r = ——
T 1/r
n+1 _ — _ a+1 T @
v (a—l—l)aHl—oz 0, x—{— ” WT[_a+1 (Tﬂ)”
para a > parar=mn
@ r/ 1\T1 1/ (7K) Para a = 1,6 + ¢, chega-se
2" —azk —1=0 ={=W [ (;_Ek) I} em problema discutido em
para r = 7 1887 [17], 1928 [18] e 2012
a® 4+ b" = c” wo (] A
para a < b z ceR = [ r comt A:Bln(a/c), Problema de Fermat
B =In(b/c) e r = £5Z

5 Conclusao

Apresentada & comunidade matematica, neste trabalho foi destacado o uso da fungao de
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Lambert-Tsallis como uma ferramenta analitica no calculo de raizes de equagoes trinomiais com ex-
poentes reais arbitrarios, ressaltando propriedades, aspectos numeéricos e procedimentos de uso da
mesma. Aplicagbes em engenharias e Matematica também foram destacadas, incluindo resultados
de problemas usando a W,(z) e comparando-os com outros métodos usados na literatura.
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