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Resumo. Uma nova abordagem em diferengas finitas (MCDFC) é desenvolvida, a qual é formada
por trés passos. O primeiro passo consiste em fixar a dimensdo do subespago local de aproximagao
com a escolha do esténcil. No segundo passo é necessario construir uma base de vetores geradores
para este subespaco. O terceiro passo consiste em determinar os coeficientes da combinacao linear.
Assim, o MCDFC é capaz de gerar qualquer esquema de diferencas finitas que pertence a esse
subespago. A base de vetores geradores é formada pelo esquema centrado classico e novos esquemas
centrados. Os coeficientes da combinagao linear sao escolhidos de forma a minimizar a relagdo de
dispersao em qualquer dimensao. No caso 1D consegue-se eliminar totalmente a dispersao de onda,
ou seja, o efeito de polui¢do do erro é eliminado. No caso 2D com esténceis de 5 e 9 pontos sdo
obtidas relagoes de dispersao equivalentes as relagdes dos métodos GLS e QSFEM, respectivamente.
O MCDFC é consistente e apresenta a maior estabilidade possivel. Resultados numéricos confirmam
o0 bom desempenho do método.

Palavras-chave. Equacgao de Helmholtz, Diferengas Finitas, Polui¢do do erro, Dispersdo, Estabi-
lizagao.

1 Introducao

A Equacao de Helmholtz possui grande quantidade de aplicacoes nos ramos das fisica e enge-
nharias. Ela descreve os harmoénicos temporais de ondas acusticas, eldsticas e eletromagnéticas.
Em sua forma escalar bidimensional e com condigoes de contorno de Dirichlet é escrita como

Au+E*u = f em Q, (1)

u =g em Jf, (2)

onde k é o numero de onda, 2 é o interior do dominio limitado com contorno Lipschitz 09, f é
um termo fonte e u é o campo escalar que descreve os harmonicos temporais das ondas.

Sua resolugdo numérica tem sido um desafio, tanto para os Métodos de Diferengas Finitas
(MDF), quanto para os Métodos de Elementos Finitos (MEF), devido a natureza oscilatoria da

solugdo. Sabe-se que, & medida que o numero de onda k aumenta, a solugdo numérica perde
precisao e estabilidade mesmo quando é obedecida a regra heuristica do dedao (rule of thumb).
Essa regra kh = 27—?, relaciona k e o espacamento entre nés da malha h necessario para aproximar
o comprimento de onda, onde uma escolha intuitiva para a quantidade de nés por comprimento de
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onda seria 7 <n < 10 [1, 10, 11, 14, 16]. Contudo, mesmo que a regra seja obedecida, para médios
e altos valores de k, os quais configuram grande parte das aplicagoes praticas, nao ha garantia que
se obtenha estabilidade e precisao da solugao numérica. Esse comportamento é conhecido como
poluigédo do erro [4, 5, 12] e est4 relacionado com a diferenga do ntimero de onda exato k e o numero
de onda numérico k" [7].

Em uma dimensao (1D), ja existem MEF que eliminam totalmente este problema, tal como o
método GLS (Galerskin Least-Squares) [9]. Porém, é de conhecimento que em duas dimensdes (2D)
nao é possivel eliminar totalmente a polui¢do do erro, apenas minimiza-la [5]. O primeiro MEF que
minimizou a poluigao foi o QSFEM (Quasi Stabilized Finite Element Method) [4]. Posteriomente
outros MEF foram desenvolvidos com o mesmo intuito [1, 6, 13, 15].

No ambito dos MDF alguns avancos no sentido de minimizar a polui¢ao do erro tém sido
feitos. Pode-se mencionar um esquema de sexta ordem desenvolvido em [17]. Outro esquema de
quarta ordem que minimiza o erro de dispersdo foi desenvolvido em [18]. Em [16] esquemas de
quarta ordem baseados nas generalizagoes de Padé foram apresentados. Em [8] foi desenvolvido o
QOFD (Quasi Optimal Finite Difference Method) para malhas ndo-estruturadas e ndo-uniformes.
Recentemente, em |2, 3, 14| foram desenvolvidos os fundamentos de uma nova abordagem no
framework do MDEF.

Aqui é apresentada sucintamente esta nova abordagem do MDF, a qual sempre gera solucoes
numéricas com a menor relacdo de dispersao k — k" possivel. A nova abordagem, chamada de
Método Completo de Diferengas Finitas Centradas (MCDFC), é consistente e apresenta a maior
estabilidade e o menor efeito de poluigao possiveis. O trabalho continua com a Segao 2 apresentando
o MCDFC em 1D e 2D para diferentes esténceis uniformes. Na Segao 3 sao apresentados os
resultados numeéricos para o caso homogéneo e nao-homogéneo. Consideragoes finais sao relatadas
na Secao 4.

2 Meétodo Completo de Diferencas Finitas Centradas

Seja uma malha com N” graus de liberdade. Assim, o espaco de aproximacdo global S¢
possui dimensdo dim(S%) = N [14]. Este espaco contém todos os vetores de dimensio N,
inclusive o interpolante u" definido como a solucdo exata da equacdo de Helmholtz nos nés da
malha. Seja TU" = F o sistema linear de equacdes algébricas de um esquema de diferencas finitas
qualquer. Considere a equacdo correspondente a um né interior arbitrario I (numeragao global)
deste sistema. O tipo de esténcil escolhido e as aproximagoes de diferengas finitas utilizadas
determinam esta equacdo. A nivel de esténcil, as incognitas U" dessa equacdo pertencem ao
subespago ST C S¢ com dimensdo dim(SL) = L, e a equagdo do né I pode ser escrita como
o produto interno (G, U") = f;, onde G denota o vetor gerador da equacdo do esténcil. Este
subespago contém todos os vetores com dimensao L, e sua representagao completa é o foco da
nova abordagem . Um conjunto de L vetores linearmente independentes forma uma base para S”,
e qualquer vetor desse subespaco pode ser representado como uma combinagao linear dos vetores
dessa base.

Em termos de diferencas finitas, se os vetores da base do subespaco S forem escolhidos como
sendo os vetores geradores (G; da equagao do esténcil de diferentes esquemas, entdo o MCDFC
permite representar a equagao de qualquer esquema no né I como uma combinacao linear dos
vetores geradores (G; linearmente independentes.

L L
Eymcepre = <Z OélGl,Uh> = <Z az) 1, (3)
1=

=1

onde «; sao os coeficientes da combinacao linear que podem ser vistos como paradmetros livres a
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serem determinados considerando-se algum critério. No caso da equagao de Helmholtz, o critério
utilizado serd a minimizagao da dispersao [4, 9, 12].

2.1 MCDFC 1D e esténcil com 3 pontos

Nesse caso, dim(SY) = 3. A equagdo do MCDFC para o né central i (numeragao local) pode
ser escrita como

3 3
<Z OélGl,Uh> = AU;—1 + BU; + CUj 41 = (Z al) i, (4)
=1

=1

onde A = Ef’zl aigi1, B= Z?Zl agreeC = Z?Zl ayg1,3. Os vetores geradores G; = [g1.1, 91,2, G1,3)
correspondem aos esquemas CC-1D, NE-1-1D e NE-6-1D desenvolvidos em [14]. O esquema CC-1D
é o bem conhecido Centrado Classico de segunda ordem de precisdo. Os novos esquemas NE-1-1D
e NE-6-1D foram obtidos realizando apenas novas aproximagoes do termo k?u da equacdo (1),
ja que a derivada segunda foi aproximada igual que no esquema CC-1D. Os «; sao determinados
tomando-se k = k" na relacdo de dispersio [14], onde a; = 1 e a3 = 0, pois o vetor G nao é
necessério para malhas uniformes. Mais detalhes podem ser vistos em [14, p. 49]. Assim,

2 — 2cos(kh) — k?h?

W27 Cos(kh)[2 + k2R — 2 (5)

. . o h2E* _ h%k* cos(kh) _
e 0 MCDFC é determinado com A = C' = — — sy e B = 72+[2+(kcf?)52] o) = —1 cos(kh) A,

eliminando o efeito de poluicdo k" — k = 0, como pode ser visto na Figura 1la.

15

_10 L
——CC-1D L
| [2—NE-1-1D 02f Exata
-15 NE-6-1D |  TAaaals | | |=eme- MCDFC-5p i
—a— MCDFC-1D = =MCDFC-9P-L5p i
-20 L . 0 . L . . L
0 0.5 1 1.5 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
kh kh
(a) k = 100. (b) k=100, kh=1,0<6 < 7/2.

Figura 1: Dispersio de onda para os casos 1D (a) e 2D (b). Fonte: Elaborada pelos autores.

2.2 MCDFC 2D e esténcil com 5 pontos
Nesse caso, dim(SY) = 5. A equagao do MCDFC-5p para o no central i, j é

5 5
<Z oG, Uh> = AlUiij + AQUi}jfl + BU; ; + C1Ui+1,j + CQU»L'J+1 = <Z 0q> fi’j, (6)
=1

=1
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onde os coeficientes Ay, A, B, Cy e Cs sdo definidos de forma analoga ao caso 1D. Os vetores
geradores Gy, . . ., G5 correspondem aos esquemas CC-2D, NE-1-2D, NE-6-2D, NE-7-2D e NE-1-2D
em [14]. Os parametros a; podem ser determinados de acordo com a minimiza¢ao da disperséo.
Considerando malhas uniformes e apenas o caso mais simétrico [14], a3 = 1 e a3 = ay = a5 = 0.
Assim, 0 ay que minimiza a dispersdo na diregdo de onda 6, = 7/8 é

_ 2(—4 + kZh? + 2c1 + 281)
—8+ 401 + k2h261 + 481 + k2h2sl ’

ay = (7)
onde ¢; = cos(khcosfy) e s; = cos(khsinfy). Substituindo-se a equacdo (7) nos coeficientes da
equagdo (6) do esténcil, o MCDFC-5p apresenta dispersdo minima, equivalente ao GLS [9], como
pode ser visto na Figura 1b. Porém, deve ser destacado que o esténcil do método GLS possui 9
pontos e o esténcil do MCDFC-5p apenas 5 pontos.

2.3 MCDFC 2D e esténcil com 9 pontos
Nesse caso, dim(SY) =9. A equagao do MCDFC para o né central i, j é

9
<Z oG, Uh> =AU+ AU; j1 + AsUi—1 j—1 + AgUiq j—1 + BU;
=1

9
+C1Ui1,5 + CoU; 41 + C3Ui—1 j41 + CaUigq j41 = (Z al) fij- (8)
=1
Com os coeficientes do esténcil sendo definidos de forma analoga aos casos 1D e 2D anteriores.
Os vetores geradores utilizados podem ser vistos com detalhes em [14, p. 46-47], bem como as
expressoes para os coeficientes do esténcil [14, p. 58|. Neste esténcil o operador Laplaciano pode ser
aproximado de duas formas diferentes utilizando: féormulas centradas de segunda ordem (MCDFC-
9p-L5p) e formulas centradas de quarta ordem (MCDFC-9p-19p) [14]. Assim, duas bases diferentes
para o subespaco local de aproximacio S* podem ser construidas, gerando duas versoes diferentes
do MCDFC. Porém, estas duas versoes sao equivalentes, apresentando a mesma relagao de dispersao
minima equivalente ao QSFEM [4].
Considerando malhas uniformes e apenas o caso mais simétrico da versao MCDFC-9p-L5p [14],
ar=leag=as=ag =ar =ag = ag = 0. Assim, os as e a4 que minimizam a dispersao nas
direc¢oes de onda ¢y = w/16 e 03 = 37/16 sdo

8(—c1 4 c2 — 51+ s2 4+ 2¢181 — 2¢252 — €121 + C1C282 — €18182 + C28152)

Qg =
X1+ X2 + X3

4k%h?(c181 — caso — €1Ca81 + 1282 — €18182 + Ca8182) + 2k*ht (—c1s1 + c282) (9)

X1+ x2 + X3 '

k*h?t — —
oy — (c1 —ca+s1 52), (10)
X1+ X2+ X3

X1 =8(c1 — 2+ 51 — 82 — 2¢181 + 2¢282 + €1¢281 — C1Ca82 + €18182 — €28182), (11)
X2 = 2k%*h2(c1 — co + 51 — 83 — 4eysy + 4casy + 3cicasy — 3¢1ca8g + 3c15152 — 3c5182),  (12)
X3 = k‘4h4(010281 — C1C282 + 018182028182), (13)

onde ¢, = cos(kh cosb,,) e s, = cos(khsin6,,). Com esses parametros é obtido o MCDFC-9p-L5p
com dispersao minima, equivalente ao QSFEM [4], como pode ser visto na Figura 1b. E importante
mencionar que todos os MCDFC em 1D e 2D sao consistentes, ja que o Erro de Truncamento Local
(ETL) calculado em fungdo dos parametros oy é de ordem de aproximacao h? [14, p. 65-69].
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3 Resultados Numeéricos

Foi visto que para o caso 1D, o MCDFC elimina por completo o efeito da poluigao, porém
seus resultados numéricos nao sdo mostrados por falta de espaco. Analogamente, no caso 2D,
os resultados numeéricos do MCDFC-5p também nao sao apresentados visto que sao equivalentes
aos do método GLS. Assim, sdo apresentados apenas os resultados numeéricos das duas versoes do
MCDFC para o caso 2D e esténcil com 9 pontos. Dois problemas com condigoes de contorno de
Dirichlet sao resolvidos: caso homogéneo e com termo fonte.

Para o problema homogéneo, a solugio exata é a superposigao de cinco ondas planas u(z,y) =
Z?:1 cos[k(z cosb; + ysinb;)] nas diregdes 6 = 0, 03 = /8, 03 = 7/4, 0, = 37/8 e 05 = 7/2.
Estas dire¢oes nao coincidem com os dngulos para os quais o MCDFC-9p-L5p minimiza a relagao de
dispersao. A Figura 2a apresenta as solugoes numéricas das versoes MCDFC-9p-L5p e MCDFC-
9p-L9p juntamente com o interpolante na secao y = 0.5. Para facilitar a comparacao entre as
solugbes, na Figura 2b é mostrado um zoom no intervalo 0.4 < x < 0.5. Pode ser observado a boa
estabilidade e precisao de ambas versoes do MCDFC-9p. Também é possivel notar que as solugoes
de ambas versoes sao semelhantes, as quais se diferenciam apenas no erro de round-off.

Para o problema nao-homogéneo, utilizou-se o termo fonte f(x,y) = 4+k?[(z—0.5)2+(y—0.5)2].
A solugdo exata é u(z,y) = uy(z,y) +up(z,y) = (x — 0.5)2 + (y — 0.5)% + sin[k(z cos 6 + ysin §)],
a qual é o resultado da soma da solugdo da equacao homogénea up(z,y) = sin[k(z cos + ysin §)]
correspondente a uma onda plana na diregdo § = 7/4 e uma solugdo particular up(x,y) = (x —
0.5)2 + (y — 0.5)? consequéncia do termo fonte. A Figura 3a apresenta as solu¢des numéricas
das versoes MCDFC-9p-L5p e MCDFC-9p-L9p juntamente com o interpolante na secao y = 0.5.
Novamente, na Figura 3b é mostrado um zoom no intervalo 0.4 < z < 0.5. Ambas versoes do
MCDFC-9p se mostram estéveis e precisas com solugbes que se diferenciam apenas no erro de
round-off.

O bom desempenho das duas versoes do MCDFC-9p para ambos problemas mostram que,
independentemente da base escolhida para representar o subespaco local de aproximacao S*, a nova
abordagem é capaz de gerar qualquer esquema de diferencas finitas pertencente a este subespago.
Este foi o motivo que levou a inserir a palavra Completo no nome da nova abordagem.

T T T 3 T T T
Interpolante [-e—mcDFC-9p-LEp —+—MCDFC-9p-L9p

T T
|% MCDFC-9p-L5p —*— MCDFC-9p-L9p Interpolante

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 _0.4 0.42 0.44 0.46 0.48 0.5

X X

(@) 0<z<1 (b) 04<z<05

Figura 2: Solugdes numéricas das versoes MCDFC-9p-L5p e MCDFC-9p-L9p para o problema homogéneo
com k = 1000, kh = 1 e sobreposigdo de 5 ondas planas nas diregdes 6; = 0,7/8,7/4,37/8 e /2. Fonte:
Elaborada pelos autores.
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Figura 3: Solugbes numéricas das versoes MCDFC-9p-L5p e MCDFC-9p-L9p para o problema nao-
homogéneo com k = 1000, kh = 1 e § = w/4. Fonte: Elaborada pelos autores.

4 Consideracoes Finais

Uma nova abordagem para o MDF foi desenvolvida, a qual é capaz de gerar qualquer esquema
de diferencas finitas pertencente ao subespaco local de aproximacdo S¥. Como caso particular,
esta abordagem sempre é capaz de gerar o esquema de diferengas finitas que minimiza a relagao
de dispersdo em qualquer dimensdo. No caso 1D e esténcil com 3 pontos, o MCDFC elimina
totalmente a poluicao do erro, anulando a dispersao de onda. No caso 2D e esténcil com 5 pontos,
o MCDFC-5p é capaz de obter dispersao equivalente & do método GLS, porém com o esténcil
de dimensao menor. Neste caso, a matriz do sistema linear é penta-diagonal enquanto que a do
método GLS possui nove diagonais diferentes de zero. No caso 2D e esténcil com 9 pontos, as duas
versoes do MCDFC-9p produzem a mesma relacao de dispersao equivalente & do método QSFEM.
Os resultados numéricos apresentados neste caso mostraram o excelente desempenho do método,
o qual obteve solugdes numéricas proximas do interpolante.
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