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Resumo. Este trabalho apresenta, usando uma abordagem numérica, um estudo do modelo epide-
miolégico SIRp. O modelo SIRp é uma extensdao do modelo SIR que incorpora & dindmica o possivel
efeito do comportamento preventivo da populagdo. No presente estudo sdo ilustradas numerica-
mente algumas caracteristicas de destaque do modelo SIRp. O modelo SIRp permite generalizar
o modelo SIR, no que diz respeito as possibilidades de pontos de equilibrio, mas também permite
considerar uma gama mais ampla de pontos de equilibrio e de comportamentos transitérios signi-
ficativamente distintos. Também é explorado o fato de que, sob certas condigdes, o modelo SIRp
permite a coexisténcia de diferentes pontos de equilibrio localmente estaveis incluindo um ponto de
equilibrio estéavel livre de doenga, mesmo numa situagao em que a taxa basica de replicagdo (Ro)
excede o valor 1. Este estudo também considera algumas situagdes para ilustrar a influéncia das
condigbes iniciais na determinacao do comportamento a longo prazo.
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1 Introducao

A relevancia dos modelos mateméticos como ferramenta de apoio no estudo da dindmica de
doencas infecciosas vem sendo reconhecida até mesmo antes do seu papel de destaque durante
a epidemia de COVID-19 [4, 7]. Entretanto, o surgimento de diversas situagdes relacionadas ao
comportamento da populagao durante a pandemia da COVID-19 tornou ainda mais evidente a
necessidade de incorporar nos modelos matematicos epidemiologicos a influéncia destes comporta-
mentos [3, 5]

Alguns autores tém proposto e estudado modelos matematicos considerando aspectos compor-
tamentais [1, 2, 6, 8]. Em particular, Bdez e Bobko [1] propuseram um modelo baseado no SIR
com demografia que adiciona uma variavel (p) associada as agoes de prevengao a infecgéo adotadas
pela populagao. Este modelo, que chamaremos de modelo SIRp, é definido pelo seguinte sistema
de equacoes diferenciais:

§=u—(1—p)651—u5

%=(1—p)651—u1—71

IR (1)
—r=11-nR

% =p(l—p)(—ap+ a1 I+as ).
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Neste modelo, como é usual no modelo SIR, as variaveis S, I e R representam as proporgoes da
populagao pertencentes as categorias Susceptiveis, Infetados e Removidos, enquanto os parametros
B, e v correspondem a taxas relacionadas a transmissdo da infe¢do, natalidade/mortalidade e
tempo médio de infecgao, respetivamente. Note que o modelo SIRp considera ainda uma variavel
p, interpretada como uma medida do nivel de adogao as medidas de prevencao a infecao adotadas
pela populagao. No caso em que p = 1, por exemplo, o segundo termo na primeira equagao e o
primeiro termo na segunda equacgao de (1) se anulam, indicando uma situa¢ao na qual as medidas
de prevengao estariam sendo adotadas por toda a populagao, o que impediria o contagio entre
susceptiveis e infetados. Por outro lado, no caso em que p = 0, isto é, sem nenhuma intervengao
preventiva por parte da populagdo, as equagdes no sistema (1) correspondem ao modelo SIR
classico com demografia.

A quarta equagao em (1) considera a varia¢ao dindmica de p, dependendo das variaveis epide-
mioldgicas S e I, e dos valores especificos dos parametros ag, a1 e ag, relacionados, respetivamente
ao custo fixo de adotar as medidas de prevencao, e aos ganhos percebidos por adotar o compor-
tamento preventivo, associados a quantidade de infetados e susceptiveis. Esta forma especifica da
equagao diferencial para p, também pode ser obtida a partir da equagao do replicador da teoria de
jogos evolutivos (veja por exemplo [9]), aplicada a um jogo de duas estrategias (adotar ou néo as
medidas anti-infe¢do) com um payoff simétrico dado por —ag + a1 I +as S.

O objetivo do presente trabalho é explorar, a partir de uma abordagem numérica, algumas
das carateristicas mais relevantes da dindmica do modelo SIRp, comparando-o com o modelo SIR
classico. Com isso, esperamos contribuir com a compreensdo da complexidade e diversidade de
comportamentos decorrentes da incorporacao das medidas de prevengao num modelo matematico
epidemiologico.

2 Solugoes de Equilibrio e Estabilidade

Considerando as constantes

ﬂ R _al—kag

y
k=1+-2; Ry=—"— =
1 [+ P

a] — /{iao’

é possivel obter o seguinte resultado em relagao as solugoes de equilibrio do modelo SIRp.
Lema 2.1. Qualquer solugdo de equilibrio P = (S, I, R, p) do modelo SIRp, descrito no Sis-
tema (1), satisfaz que I = % (1 — S) eR = (1 — %2 1-— S), e assim, as solugoes de equilibrio
estao completamente determinadas pelos valores de S e p. Adicionalmente, qualquer ponto de
equilibrio do modelo SIRp pode ser classificado em alguma das sequintes categorias:

P:S=1 ep=0;

PQ.' S:]. 6}7:1;

P3: S=1epel0,1], com ag = az;

P4"5':R%] ep=0, com Ry > 1;

Pg,:S‘:Rip eﬁ:l—%’, com Ry > Ry > 1 e a1 # kay;

Ps: S = % epeE (0, jo), com Rg > 1 e kag = a1 = kas.
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Observe que os pontos de equilibrio do tipo P3 e Pg correspondem a familias de equilibrios
e que existem apenas em condicoes de igualdade entre os parametros a; e k. Estas igualdades
sdo muito pouco provaveis de ocorrerem em situacoes reais, por isto a estabilidade destas familias
de pontos de equilibrio nao seré considera neste trabalho. Para os demais pontos de equilibrio é
possivel estabelecer o resultado enunciado no Teorema 2.1. A demonstragao deste teorema, a do
Lema 2.1, bem como detalhes sobre os casos envolvendo os equilibrios do tipo P3 e Ps podem ser
encontrados em [1].

Teorema 2.1. Considere os pontos de equilibrio descritos no Lema 2.1 e suponha que ag # as,
ap 7é al/k, RO 7£ 1, € RO 7é Rp.
1. Se Ry < 1 entao

(a) Py € localmente assintoticamente estdvel se ag > az;
(b) Py € localmente assintoticamente estdvel se ag < ag,

(¢) Py e Ps nao existem.
2. Se Ry >1 e Ry < Ry, entao

(a) Py é localmente assintoticamente estdvel se ag > ag;
(b) Ps € localmente assintoticamente estdvel se ag < ag;
(c) Py nao € estdvel;

(d) Ps nao existe.
3. Se Ry > 1 e Ry > R, entao,

(a) Ps € localmente assintoticamente estdvel se ag > as, e ag < ay/k;
(b) Py € localmente assintoticamente estdvel se ag > ag, € ag > a1 /k;
(¢) Py € localmente assintoticamente estdvel se ag < as, € ag < a1 /k;
(d) Py e Py sao localmente assintoticamente estdveis se ag < ag, and ag > a1 /k;

(e) Py nao € estdvel.

Note que o pardmetros Ry e k sdo positivos (de fato, & > 1), sendo que Ry corresponde a
denominada taxa béasica de replicagao, cujo papel fundamental na descricdo da estabilidade das
solugoes de equilibrio no modelo SIR estd bem estabelecida. Os resultados anteriores mostram
que para o modelo SIRp, além do Ry, ha também um pardmetro R,, nao necessariamente posi-
tivo, dependendo tanto dos custos/ganhos a; quanto do parametro populacional k, que resulta ser
igualmente relevante na descrigdo do comportamento das solugdes de equilibrios do modelo SIRp.
Na segao a seguir destacaremos e ilustraremos numericamente algumas das situacoes descritas no
Teorema 2.1, assim como outras situagoes relacionadas & dindmica transiente do modelo SIRp e
do modelo SIR.

3 Estudo Numérico do Modelo SIRp

No caso em que a taxa bésica de replicagdo inferior a 1 (Ry < 1), tem-se para o modelo
SIR classico com demografia que o equilibrio livre da doenga sera estével [7]. Este fendomeno
também ocorre no modelo SIRp (1). Todavia, neste caso existem dois equilibrios livres da doenga:
P; (sem comportamento preventivo) e P, (adogdo completa do comportamento preventivo). A
correspondente estabilidade é determinada pelos valores de ag e as. Quando se trata de uma
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doenga com taxa bésica de replicacao superior a 1 (Ry > 1), o modelo SIR classico apresenta
apenas uma possibilidade: um equilibrio endémico estavel e um equilibrio livre da doenga instavel.
Os casos (2a) e (3b) do Teorema 2.1, de certa forma, refletem esta mesma situagdo no modelo SIRp,
pois o equilibrio P; corresponde ao equilibrio endémico do modelo SIR. A Figura 1 ilustra uma
instancia da situagao considerada no item (3b) do Teorema 2.1. Note que mesmo com a inclusdo
da variavel associada aos comportamentos de preven¢ao (a; nao sendo todos nulos), o modelo SIRp
ainda é capaz de capturar a estabilidade do equilibrio endémico que o modelo SIR apresentava, ao
mesmo tempo que permite a possibilidade de comportamentos transientes diversos que variam de

acordo com os valores dos parametros a;.
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Figura 1: Equilibrio endémico nos modelos SIRp e SIR. Parametros: Ry = 3, v = 0.1, kK = 10, ap = 0.105,

a1 = 0.05 e az = 0.0525, resultando em R, = 0.475. Fonte: autoria prépria.

Outra situagao interessante relacionada aos equilibrios endémicos e aos equilibrios livres da
doenga destes dois modelos é ilustrada na Figura 2.Considerando-se os mesmos parémetros epide-
miologicos (p, v e Rp), com Ry > 1, e as mesmas condigoes inicias (5(0), I(0) e R(0)), o modelo
SIR ira convergir para o equilibrio endémico (equivalente ao Py do Lema 2.1), mas o modelo SIRp

podera convergir para o equilibrio Ps.
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Figura 2: Equilibrio P> no modelo SIRp vs. equilibrio endémico no modelo SIR. Parametros: Ry = 3,
v=0.1, k =10, agp = 0.009, a1 = 0.1 e az = 0.018, resultando em R, = —8. Fonte: autoria prépria.

A Figura 2 ilustra como o modelo SIRp nao apenas possibilita a convergéncia (local) para um
ponto de equilibrio diferente em relagao ao modelo SIR, mas também permite a convergéncia para
um equilibrio livre da doenga (e com adogao total das medidas de prevengao), mesmo com Ry > 1.
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Esta possibilidade é de grande interesse do ponto de vista biologico, pois captura o cenario em que
toda a populagao tende a adotar medidas de prevencao, evitando assim que a doenga se estabelega,
mesmo com Ry > 1. Apesar do Teorema 2.1 (2b) garantir apenas a estabilidade local do ponto
de equilibrio P», a Figura 3 sugere que esta convergéncia nao esta restrita apenas para condigoes
iniciais especificas. Observe que, mesmo considerando-se condicOes iniciais proximas aos valores do
ponto de equilibrio Py (que equivale ao equilibrio endémico do modelo SIR), as solugdes do modelo
SIRp estao convergindo para o equilibrio Ps.
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Figura 3: Convergéncia ao equilibrio livre de doenga P> no modelo SIRp para diferentes condigdes inciais.
Parametros: Ry = 3, v = 0.1, £ = 10, ap = 0.01, a1 = 0.02 e az = 0.0312, resultando em R, = 3.65,
condigdes iniciais S(0), I(0) e p(0) variando em [0.1,1) e R(0) =1 — S(0) — I1(0). Fonte: autoria propria.

Outra carateristica que resulta interessante no modelo SIRp, é que ao contrario do modelo SIR,
é possivel a coexisténcia de dois equilibrios localmente estaveis: um livre da doenga e um endémico
(Teorema 2.1(3d)). A convergéncia para um ou outro ponto de equilibrio dependera das condigoes
iniciais. Esta situacao é ilustrada na Figura 4, onde as linhas pontilhadas indicam os respectivos
valores de convergéncia das curvas.
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Figura 4: Equilibrios P> (livre da doenga) e P4 (endémico) no modelo SIRp. Parametros: Rg = 3,y = 0.1,
k =10, ap = 0.1, a1 = 0.9 e a2 = 0.11, resultando em R, = 2. Para o Caso 1 considerou-se S(0) = 0.9
e para o Caso 2 S(0) = 0.3. Em ambos os casos I(0) = 0.1, R(0) =1 — S(0) — I(0) e p(0) = 0.5. Fonte:
autoria proépria.
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O modelo SIRp também incorpora a possibilidade de um outro equilibrio endémico que nao
existe no modelo SIR: o ponto de equilibrio Ps. A Figura 5 ilustra uma instancia onde este equilibrio
resulta estavel (Teorema 2.1 (3a)).
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Figura 5: Equilibrios endémicos diferentes no modelo SIRp e no modelo SIR. Parametros: Ry = 3, v = 0.1,
k =10, ap = 0.02, a1 = 0.7 e a2 = 0.01 resultando em R, = 1.2. Fonte: autoria propria.

Quando os dois modelos convergem para equilibrios diferentes mesmo com condigOes iniciais
idénticas, como no caso anterior, nao é surpreendente que haja uma diferenca também no com-
portamento transiente como ilustrado na Figura 5. No entanto, mesmo quando os dois modelos
convergem ao mesmo equilibrio no longo prazo, o comportamento transiente no curto prazo pode
ser muito diferente. A Figura 6 ilustra este tipo de situagao.

Note que os comportamentos transientes sdo bastante distintos em ambos os casos (Figuras 5
e 6) e em particular, observe a diferenga na magnitude e quantidade de vales e picos de infecao
apresentados pelos dois modelos. Além disso, observe que o modelo SIRp apresenta periodos longos
de aparente estabilizagao seguidos de um incremento no nimero de infetados. Se estivéssemos numa
tentativa de ajustar um modelo a um conjunto de dados com uma forma similar & descrita pelo
modelo SIRp, mas considerando o modelo SIR classico, poderiamos realizar uma estimagao errada
do valor de Ry e, consequentemente, numa estimativa incorreta para a gravidade da doenca.
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Figura 6: Mesmo equilibrio endémico, comportamentos transientes diferentes. Parametros: Ry = 3,
v=0.1, k = 2704, ag = 0.02, a1 = 0.9 e a2 = 0.01 resultando em R, ~ 0.49. Fonte: autoria prépria.
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Consideragoes Finais

O modelo SIRp estudado permite generalizar o modelo SIR, considerando novos tipos de equili-

brio e trajetorias epidemiologicas significativamente distintas as do modelo SIR. O estudo numérico
apresentado neste trabalho, ilustra a complexidade e a diversidade de comportamentos que podem
aparecer ao incorporar os possiveis efeitos das medidas de prevencao num modelo epidemioléogico.
Trabalhos futuros poderao considerar varios aspectos nao discutidos no presente estudo, tais como:
ajuste do modelo a dados reais, estimativa dos pardmetros comportamentais a;, uso de fungoes
de payoff nao lineares, entre outros. Esperamos com este trabalho contribua para uma melhor
compreensao da dindmica de epidemias e para o eventual desenvolvimento de politicas eficazes de
controle e prevengao de doencas infecciosas.
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