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Resumo. Neste trabalho vamos mostrar algumas potencialidades do desafio da Torre de Handi no
processo de ensino e aprendizagem cooperativo de conceitos matematicos. Nos materiais didaticos
como a Torre de Hanoéi, propomos que a investigagdo comece com a lenda histérica, o processo de
construgdo geométrica sustentavel (escolha de material, medidas, distancias, areas e volumes das
pecas), as regras dos movimentos dos anéis (discos) e tentativas de resolver o desafio em si. Para isso,
é fundamental analisar todos os movimentos possiveis e encontrar o nimero minimo de movimentos
necessarios para resolver o famoso quebra-cabega, descobrindo padroes e relagdes matematicas. As
ideias e estratégias para resolver o problema de forma eficiente e construir a férmula de recorréncia
que produz o nimero minimo de movimentos dos n,n € N anéis, devem ser compartilhados nas
equipes de trabalho. Propomos ainda uma representacao geométrica das torres como vértices e os
deslocamentos dos anéis como arestas de um Grafo e a obtengdo de uma disposic¢do fractal tipo
Tridngulo de Sierpinski, dando uma visdo mais geral das possibilidades de uso da Torre de Handi
no ensino bésico ou nas licenciaturas.

Palavras-chave. Torre de Hanoéi, Histoéria, Construcdao, Movimentos das Pegas, Tridngulo de
Sierpinsk. Grafos

1 Introducao

Os jogos ou desafios surgiram hé milhares de anos, provavelmente quando membros das comu-
nidades tribais se uniam para celebrar a vida por meio de jogos baseados em atividades com mais
oportunidade de diversdo e com a preocupagao de evitar violagoes fisicas e psicologicas [1, 4].

Muitos educadores vem defendendo a exploragao de desafios no processo de ensino da matema-
tica. Piaget [5], por exemplo, apontou desafio como uma atividade espontanea, oposta ao trabalho.
E uma atividade que da prazer. Especialmente quando os estudantes estdao na fase das operacoes
concretas (de 7 aos 11 anos) em que a crianga aprende as regras e a jogar em grupo. Esta é a fase
dos jogos com regras.

Outros pesquisadores, como Vygotsky [6], perceberam que os desafios tém um papel expressivo
no desenvolvimento de certas habilidades cognitivas.

Huizinga enfatizou a relagao do brincar com a cultura “Chegamos assim & primeira das carac-
teristicas fundamentais do jogo: o fato de ser livre, de ser ele proprio a liberdade”[3]. Os desafios
apresentados aos estudantes supoe um “fazer sem obrigacao externa e imposta’, embora demande
exigéncias, regras e controle. A Educagao Matemética vem contribuindo para a necessidade de
repensarmos as condi¢oes de ensino e aprendizagem dos conteiidos matematicos comumente abor-
dados, de modo que os estudantes possam fazer uso de diferentes recursos didaticos, instrumentos
eficientes para levar a uma formagao escolar de qualidade.
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O Laboratoério de Ensino, Pesquisa e Extensao de Matemética de uma universidade é um local
de intercaAmbio, partilha e formagao de professores em que se deve criar e ampliar a potencialidade
dos materiais didaticos e que eles possam manipular, verbalizar, abstrair em todos os niveis.

Nesse sentido, questionamos os objetivos e como os desafios podem contribuir no processo de
ensino e aprendizagem. Que tipo de desafio ¢ adequado para explorar determinado(s) contetado(s)?
Onde e quando podemos utiliza-lo? E se nao existir como crié-lo? Como preparar as atividades
que serao exploradas com ele? O que podemos esperar de retorno dos estudantes?

A exploracao de materiais pedagogicos as vezes sao limitadas, mas podem ser enriquecidos in-
troduzindo muitos questionamentos, como por exemplo, as Fichas de Atividades para os estudantes
e um tipo de orientagao detalhada para que o professor orientador otimize a sua utilizagao, desde a
investigacao da historia, a construcao geométrica sustentavel envolvendo calculos como as medidas
de comprimentos, areas e volumes adequados para atender as caracteristicas do material.

A necessidade da reformulacao e ampliacao das possibilidades de exploracao dos desafios, conhe-
cidos como competitivos, poderia auxiliar na formagao de um ambiente educacional cooperativo,
em que todos os estudantes de uma turma poderiam participar ativamente em grupos e sairem
vitoriosos no aprendizado de conceitos e técnicas basicas da Matematica.

O conhecimento do contetido matematico especifico, conhecimento curricular, conhecimento
tecnologico e o conhecimento pedagogico do contetido adquirido pelos licenciandos pode leva-los a
manusear metodologias ativas para levarem aos alunos do ensino bésico, uma interagao com ma-
teriais didéaticos. Para uma compreensao mais profunda dos movimentos da Torre de Hanoi pro-
piciamos o desenvolvimento de habilidades de resolucao de problemas, descobrimento de padroes,
observacao e céalculo dos elementos geométricos para a exploragdo do desafio sendo importante
o trabalho cooperativo em equipe. Apresentamos ainda uma discussao sobre a relagao da Torre
de Hanoéi com a Teoria de Grafos e o Triangulo de Sierpinski a fim de despertar o interesse dos
participantes e ampliar o horizonte de investigagao.

2 A Torre de Hanéi

Escolhemos para mostrar aqui Torre de Hanoi, conforme a Figura 1 a seguir, com o objetivo
de induzir o estudante a perceber leis matematicas de formacao e descobrir padroes, sobretudo,
trabalhando com o desenvolvimento de habilidades mentais, tais como: estabelecimento de um
plano de acao durante a movimentacao dos anéis, respeitando as regras:

a) mudanga dos anéis da torre de partida Ty para a Torre de chegada Ty usando a torre inter-
mediaria T como auxiliar;

b) s6 se pode deslocar um anel de cada vez de modo que nenhum anel de menor didmetro fique
abaixo de um anel de didmetro maior

A ordem dos anéis em qualquer torre é sempre crescente, ou seja, o anel que denominarmos de anel
A sera sempre o menor (anel de menor didAmetro) e o e-nésimo anel A,, o de maior didmetro. E para
isso, em qualquer deslocamento exigird concentragao, investigagao de um algoritmo matematico,
desenvolvimento da capacidade cognitiva e socializacao.
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Figura 1: Torre de handi com 7 anéis. Fonte: Foto dos autores.

Como objetivos de aprendizagem podemos citar que os estudantes devem investigar e conhecer
a Torre de hanoi no contexo escolar, explorar a sua historia, a sua construgao geométrica, as suas
caracteristicas e o espago escolar para a realizagao e adaptagao do desafio para cooperatividade
com criatividade e controle.

Para o orientador e cada um dos participantes é importante saber respeitar as diferencas in-
dividuais de desempenho dos colegas, identificar novas habilidades motoras bésicas e aprimoré-las
no decorrer das movimentacoes das pecas.

E necessario conhecer o desafio no contexto comunitério e escolar, identificar as caracteristicas
do desafio proposto. Reconhecer o espago escolar para a realizagao e adaptacao do desafio, utilizar
o potencial intencionalmente com criatividade, controle e adequagao do desafio. Identificar novas
habilidades motoras basicas e aprimora-las ao longo das tentativas ensaiadas, e num Laboratério é
necessério, nao somente o kit didatico, como se fosse um depodsito de materiais, mas também uma
Folha de Atividades para orientacao das atividades que devem ser adapatada a cada clientela.

Propomos aos estudantes de Licenciatura que discutissem a ampliacao das possibilidades de uso
dos materiais didaticos. Nesse caso apresentamos algumas possibilidades de exploragao de conceitos
matematicos da Torre de Hanéi, que comumente se procura o ntimero minimo de deslocamentos
dos anéis (discos) de uma primeira torre para uma terceira respeitando a regra de que sempre um
de menor didmetro deve estar sobre um de maior, utilizando uma torre auxiliar para movimentar
osn,n=1,2,3,... anéis. Os participantes puderam exercitar em duplas ou individualmente para
realizar uma série de atividades relacionadas ao famoso quebra-cabeca Torre de Hanoi.

Eles foram desafiados a pesquisar virtualmente a histéria, a possibilidade de construcao geo-
métrica considerando as medidas dos anéis, as distancias convenientes entre as torres (pinos), o
tamanho da base, entre outros elementos geométricos, construir com materiais reciclaveis e o de-
safio em si. Deviam anotar os possiveis deslocamentos de cada anel, e entao, determinar o nimero
minimo de movimentos necessarios para resolver o problema da Torre de Hanéi comn =1,2,3, ...
anéis.

Utilizando diferentes quantidades de anéis para observagoes dos movimentos possiveis, busca-se
estratégias e descobertas de padroes.
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3 Equacao Discreta da Torre de Hanéi

Uma das principais questoes que intrigam os participantes do desafio da Torre de Handi é encon-
trar uma equacgao discreta que relacione o niimero de anéis com o ntimero minimo de movimentos
necessérios para resolver o quebra-cabega. Atividade que pode ser feita de forma coletiva e com
orientagao e observagoes para explorarem uma sequéncia recursiva de maneira lidica e interativa
para relacionar o nimero minimo de movimentos com n,n > 1 anéis.

A partir das observacoes feitas na Tabela 1, podemos levar o participantes concluir que uma
estratégia da Torre de Handi sera dada por: deslocar n—1, n =2, 3,... anéis para a haste auxiliar
com h,,_1; movimentos, em seguida deslocar o anel maior para a haste final com 1 movimento, e,
por fim, deslocar os n — 1 anéis da torre intermediaria para a torre final com h,_; movimentos,
completando o objetivo do desafio.

Tabela 1: Esplorando os movimentos dos anéis.

n (Anéis) Movimentos possiveis Numero minimo de movimentos
1 AlTQ,Ang ou A1T3 h1 =1
2 AlTQ,A2T37A1T3 ou... h2:h1+1+h1:2h1+1:3
3 A1T3,A2T2,A1T2,A3T3,A1T1,A2T3,A3T3 ou ... h3 =h2+1—|—h2 = 2h2—|—1 =7
n

Assim, a férmula recursiva encontrada para os deslocamentos minimo durante a resolugao é igual
aos deslocamentos h,,_1; de n — 1 anéis da primeira torre Ty para a torre auxiliar 77, mais o dltimo
anel A,, deslocado uma tnica vez para a torre de chegada T5 e mais uma vez os deslocamentos
hn_1 de n—1 anéis da torre auxiliar para a de chegada, de modo que h,, = 2h,,_1+1,n=2,3,....

A solucao dessa equagao discreta em fungao apenas do numero de anéis n pode ser obtida
escrevendo sucessivamente cada termo da sequéncia h, em funcao do anterior, como na Tabela
1, vemos como ocorre nos deslocamentos. Outro modo, é resolver a equacao discreta de primeira
ordem nao homogénea. com uma condicdo inicial do jogo (ja que a equacao é de primeira ordem),
e considerando que com apenas 1 anel, temos h; = 1. Logo, obtemos a equagao e sua solugao(1).

hp=2h, 1+1 = h,=2"—1 (1)

Do mesmo modo, incentivamos organizagao em uma tabela como a Tabela 2 em anotamos
o numero de movimentos minimo de cada anel e o total dos movimentos para uma torre com
n =1,2,3,... anéis. Nesta tabela fica claro os anéis que mais se movimentam e os que menos se
movimentam.

Tabela 2: Quantidade de movimentos minimo de cada anel.

Numero de anéis Numero de deslocamentos de cada anel
A1 A2 A3 . An Totais
1 1 1
2 2 1 3
3 4 2 1 7
1} 2"'—1 271;2 2".—3 ) i i - 1
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4 Representagao dos Deslocamentos num Grafo

Ao explorar a Torre de Hanoi, levamos os estudantes a tabelar os possiveis movimentos assim
como o nimero de movimentos de cada anel e a fazer graficos. Representar todos os possiveis
movimentos num grafo plano e buscar estruturas e padroes que permitam compreender a relagao
entre as etapas do desafio e a formagao da estrutura fractal como a do tridngulo de Sierpinski.

Os possiveis caminhos do tnico anel A; entre as jogadas da Torre de Hanoi podem ser relacio-
nados com os deslocamentos dele com as arestas ligando os vértices (torres) de um Grafo como na

Figura 2 a seguir.
[0,0]
[0] i
[2,0]—1[1,0]
Aliinta

[2,1] [1,2]

[1]——|2] /\ 7

[1,11—I0,1] [0,2}—I[2.2]
Figura 2: Movimento Minimo 1 anel. Figura 3: Movimento minimo 2 anéis.
Fonte: dos autores. Fonte: dos autores.

Assim, um Grafo H; contem todas as Arestas: {[0],[1]},{[0], [2]}, {[1],[2]}, (caminhos possi-
veis como lados do triangulo) ligando os vértices Vértices: [0], [1], [2] representando a posigao das
torres (Tp), (T1) e (T2) respectivamente.

Na Torre de Handi com um anel, temos trés vértices e trés arestas [2|. Significa que para
a quantidade de anel disponivel, todas as torres podem servir como um possivel movimento de
translagdo. Da torre de partida [0] (Tp) podemos ir para a torre intermediaria [1] (71) e da torre
[1] para a [2] (T%), ou diretamente de [0] para a de chegada [2] como destacados na Figura 2.

Para a Torre de Hanoi de 2 anéis, podemos ver os movimentos possiveis e o minimo de movi-
mentos marcados na Figura 3.

Para uma Torre de Hanoi com 3 anéis, conforme Figura 4 temos:

Veértices: [0,0,0],[1,0,0],[2,0,0],[1,2,0],..., [0,0,1],[1,2,2],[2,2,2].

Arestas: {[0,0,0],[1,0,0]},{[1,0,0],[2,0,0]}...,{[1,0,2],[1,2,2]},{[1,2,2],[2, 2, 2]}

A posicao [1,0,2], por exemplo, representa que em uma Torre de Handi com 3 anéis, o anel A,
de menor didmetro estara na posigao da torre [1] , o anel As, (maior que o anel A; e menor que o
anel As), estara na torre inicial [0] e, por fim, o anel As, estara na torre de chegada [2].

Analogamente, poderiamos representar uma Torre de Hanoi com n,n € N anéis.

Na Torre de Hanéi com um tnico anel Ay, ele tera a possibilidade de movimentar-se pelas trés
torres, ou seja, um total de 3' = 3 vértices e posicdes possiveis.

Para a Torre de Hano6i com 2 anéis, temos a possibilidade para cada anel trés torres possiveis
para transladar, de modo que temos 3% = 9 vértices e doze arestas possiveis .

Para a Torre de Hanoi com 3 anéis temos 3% = 27 vértices que podemos visualizar no grafo da
Figura 4.

Generalizando para Torre de Han6i com n anéis, a quantidade de vértices que o grafo devera
ter é igual a 3". Reafirmando que isso nos tras as possiveis posigoes que cada anel pode estar, uma
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[0,0,0]
[1,0,01—12,0,0]
[1,2,%

[2.2,0+10.2,0}—0,1,0

T
[0714{4.2,11 [2},21—[0.1.21
[0.1.11 “xﬂ] [2.0,2] [0.2,2]
i s N

[1.1,9—2,1,11—2,0,11—0:0,1 — [0,0,2144,0,2] —H,2,2}2;2,2]

Figura 4: 7 Movimentos Possiveis. Fonte: dos autores.

vez que cada anel pode estar em qualquer uma das torres, independentemente dos demais e claro,
sempre respeitando as regras originais do jogo.

Como ja vimos no inicio, o niimero minimo de movimentos possiveis a ser realizado para uma
Torre de Hanoéi de n anéis é 2" — 1,n = 1,2,3... movimentos.

Observamos na lateral direita de cada grafo temos o menor caminho, a quantidade de arestas
minimas, a quantidade de movimentos que podem ser feitos do marco inicial da torre [0] até atingir
o objetivo do desafio que é chegar a torre final [2] com o minimo de movimentos.

A mesma coisa para um Grafo Hs representando uma Torre de Hano6i com 5 anéis. A quantidade
de arestas que tera na lateral de seu grafo para concluir o objetivo do jogo serao 31 arestas. E
assim basta saber que 2™ — 1 é o resultado da modelagem que da o nimero minimo de movimentos
possiveis para n anéis, e, desse modo, saberemos quantas arestas serao relacionadas do inicio ao
fim da lateral direita do grafo.

Agora, a partir dos grafos contruidos até o momento, iremos para uma outra analise e verificar
a relagdo das imagens anteriores com o Tridngulo de Sierpinski. Se observarmos com cautela,
perceberemos que o Grafo Hs é formado por trés grafos de Hy, enquanto o Grafo Hz é formado
por trés grafos de Hy. E assim sucessivamente, o Grafo H,, tera trés vezes o formato do grafo
H, ;.

E ainda mais, quanto mais discos a Torre de Hanéi tiver, mais a imagem ira se repetir em
pedagos menores, e ficard mais parecido com um Tridngulo de Sierpinski.

4.1 Ficha de Atividades

1. Na construgao da sua Torre de Hanoi de n,n > 1 anéis qual foi o diAmetro d do maior anel?
Qual distédncia minima entre as torres foi considerada? Qual é a relagao da disténcia entre
elas e o didmetro do anel maior?

2. Quantos movimentos é possivel fazer com cada anel? Elabore uma tabela como a Tabela 1
com linhas para cada jogada possivel com A;, A, A3, ... anéis indicando os possiveis mo-
vimentos deles da torre Tj de partida para a torre T de chegada, usando a torre T3 inter-
mediaria, com deslocamentos de uma para outra, respeitando a regra dos anéis maiores nao
sobreporem os menores, usando o nimero minimo de movimentos.

3. Qual(is) o(s) anel(is) que mais se movimenta(m) para obter o niimero mimimo de movimentos
para deslocar os anéis?
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. Qual(is) o(s) anel(éis) que menos se movimenta(m) para obter o ntumero minimo de movi-

mentos?

. Sem efetuar o jogo, é possivel calcular o nimero minimo de movimentos para 6, 7, 8, 9 ou 10

anéis? E possivel obter um féormula geral para o desafio com n,n € N anéis?

. Faga uma tabela e descubra a relagao entre o nimero de pecas e o nimero minimo de

movimentos. Escreva sobre o que observaram.

. Quantas vezes cada um dos n,n = 1,2,3,4,5,6 anéis se movimenta para alcancar o nimero

minimo de movimentos em cada jogada? Representar numa tabela como a Tabela 2.

. Faga um gréafico do nimero de anéis n pelo nimero o minimo de movimentos e explore-o.

. Modele a equacao discreta que representa o nimero minimo de movimentos e resolva-a.

Numa Torre de Handi com 64 anéis qual é o nimero minimo de movimentos? Uma pessoa
pode realiza-los em uma vida fazendo um movimento por segundo?

Pesquisar sobre a Teoria dos Grafos e sobre o Tridngulo de Sierpinsk.

Encontre as semelhancas entre a representacao dos movimentos possiveis da Torre de Handi,
os nimeros de Mersene e esses dois temas sugeridos.

Consideracoes Finais

A experiéncia de propor atividades de exploragao ampliadas da Torre de Hanoi foi muito pro-
veitosa, sendo que a Ficha de Atividades foi testada com licenciandos e as dez primeiras questoes
foram aplicadas com estudantes do ensino bésico em uma escola publica.

Para os estudantes de Licenciatura em Matematica acrescentamos as questoes relacionadas com
grafos, numeros de Mersene e o tridngulo de Sierpinski instigando-os a refletirem e entenderem os
principais conceitos de grafos e de fractal, conceitos matematicos que nem sempre sao abordados.

Acreditamos que também podemos aplicar uma Ficha de Atividades deste tipo completa com os
estudantes do ensino bésico, caso tenhamos novas oportunidade de orientéa-los convenientemente.
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