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Resumo. No artigo seminal de 1998, Thomas Friedrich estabeleceu a primeira relacao entre imer-
soes e a equagao de Dirac no caso de dimensao 2. Desde entdo, varios autores contribuiram para
este topico, por exemplo, obtendo a representagdo eespinorial de variedades de Spin com dimensoes
mais altas e também apresentando uma generalizacao do mapa de representacao de Weierstrass.
Na literatura, espinores sdo caracterizados por miltiplas abordagens. A perspectiva classica os
considera como elementos do espago que carregam a representagao spin do grupo de rotagao. Uma
outra visdo, conhecida como defini¢do algébrica, identifica espinores como elementos pertencentes
a um ideal minimal & esquerda dentro de uma algebra de Clifford. Adicionalmente, uma perspec-
tiva alternativa, denominada spinor operatorial, define os espinores como elementos situados na
subalgebra par de uma dada &algebra de Clifford. Uma das vantagens de trabalhar com espinores
operatoriais é que geralmente possuem um inverso algébrico, uma caracteristica que os espinores
classicos nao possuem. O objetivo deste estudo é apresentar a relacdo entre a geometria de uma
hipersuperficie dada por sua curvatura média e o operador de Dirac definido através de espinores
operatoriais.

Palavras-chave. Imersoes Isométricas, Espinores Operatoriais, Curvatura Média

1 Introducao

O mapa de Weierstrass é um método classico para utilizar fungbes complexas na construgao de
superficies minimas no espago Euclidiano tridimensional. Thomas Friedrich demonstrou [4] que o
mapa de Weierstrass esté relacionado aos espinores e a equagao de Dirac. Ele mostrou que, dada
uma imersdo M — R3, existe um campo espinorial especifico ¢ com norma constante que satisfaz
a equagao de Dirac homogénea D(¢) = Hyp, onde H é a curvatura média da variedade M. Por sua
vez, uma solugao ¢ da equacao de Dirac com norma constante resulta em uma imersao isométrica
de M em R3.

Desde a publicagao dessa notéavel equivaléncia, varios autores [1-3, 5, 6, 8, 9, 12] contribuiram
para esse topico, mostrando como a equagao de Dirac, espinores, equacoes de Gauss-Codazzi e
imersoOes isométricas estao relacionadas.

Na perspectiva classica |7] os espinores sio considerados como elementos do espago que carrega a
representacao spin do grupo de rotagao. Outra visao, conhecida como definigao algébrica, identifica
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espinores como elementos pertencentes a um ideal minimal & esquerda dentro de uma algebra
de Clifford. Além disso, uma abordagem alternativa, chamada de spinor operatorial, conceitua
espinores como operadores dentro da subalgebra par de uma algebra de Clifford. Uma das vantagens
de trabalhar com espinores operatorias é que eles (em geral) tém um inverso algébrico, enquanto
0s espinores classicos nao tém. Este conceito de espinores operatorias é particularmente adequado
para o estudo de superficies, permitindo-nos obter certos resultados, como uma equagao semelhante
a de Dirac satisfeita por um campo spinorial, de maneira muito mais simples.

Recentemente, em 2018, Vaz [12| apresentou a representacdo de superficies em R*® usando
espinores operatorias. Vaz demonstrou que um spinor operatorial representando uma superficie
satisfaz um par de equagoes semelhantes & de Dirac, e estabeleceu ainda que esta representagao
de spinor operatorial constitui uma generalizagao da representacao de Weierstrass de superficies
minimas.

O objetivo deste estudo é apresentar a relagio entre a geometria da superficie dada por sua cur-
vatura média e o operador de Dirac definido através de espinores operatorias, mais especificamente,
desejamos demonstrar a seguinte proposigao.

Proposicao. Seja M uma hipersuperficie em R™ orientada e v um spinor em CIO tal que E; =
wep™! com 1 < i < n seja o referencial de Darbouz. Entdo,
2

- = R e -1

onde p = ynp = |Ej].

O trabalho esta estruturado da seguinte forma: na Segao 2, fornecemos os preliminares algé-
bricos necesséarios para compreender o contexto e o resultado. Em seguida, na Secao 3, discutimos
o operador de forma e sua relacdo com os espinores operatoriais, culminando na investigagao da
relacdo entre a geometria da superficie, expressa por sua curvatura média, e o operador de Dirac.
Finalmente, na Secgao 4, apresentamos nossas consideragoes finais.

2 Preliminares Algébricos

A élgebra de Clifford Cl,, é uma algebra associativa com unidade associada a R™ e seu produto
interno padrao, de modo que, para todos u,v € R", temos que

vu + uv = —2(v, u), (2)

onde (-, -) representa o produto interno padrao em R™. Uma propriedade importante é que se v e
u sd0 vetores ortogonais, entdao pelo produto em (2), temos vu = —uw.

A classificacao das algebras de Clifford pode ser encontrada em [7]. Com isso, é possivel saber
explicitamente quem é Cl,,, porém é muito comum utilizar a algebra de Clifford complexa, ja que
possui uma classificacdo mais simples, pois Cl,, serd C(22) se n é par ou (C(ZHT_l) @ (C(QHT_l) se n
é impar e, além disso, Cl,, C Cl,, := Cl, ® C.

Existe uma relagdo entre esta algebra e a algebra exterior, A(R™), dada pelo isomorfismo de
espagos vetoriais Cl,, = A(R™), e isso nos auxilia na realizagao de alguns calculos. Este isomorfismo

implica que
Cln = P Ap(R), (3)
p=0

onde A,(R™) é a p-ésima poténcia exterior de R”. Os operadores de projegao sao denotados por

()p: Cl, = Ap(R™). (4)
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Além disso, temos a seguinte propriedade: dado ¢, 1) € Cl,,, segue que (py)g = () € Ag(R?).
Essa abordagem pode ser encontrada em [13].

Na algebra de Clifford, existem alguns automorfismos fundamentais, como o operador de re-
versao (transposigdo) denotado pelo til e a conjugacao (involugdo) denotada pelo chapéu.

oY = 9. (5)

No caso em que p = v e ¥ = u, temos vu = 40 = uv. A conjugacdo é um pouco mais especifica,
pois decompoe a algebra de Clifford em dois subconjuntos:

Cly={p€Cly:¢p =9} e Cly :={p €Cly: ¢ =—p}. (6)

Onde C1% & uma subélgebra de Cl,, enquanto Cl} nio é, chamamos C1? de uma subélgebra par.
Observe que ao decompor Cl,, em (3), temos que

[%]
Cl) = P Azp(R™) (7)
p=0

onde Lﬂj ¢ a funcao maior inteiro menor do que 3.

2
Agora podemos definir um subgrupo multiplicativo de C1%, chamado Spin(n), que é bem co-

nhecido na matemaética por ser o recobrimento universal de SO(n) para n < 3. Este recobrimento
é explicitamente definido da seguinte forma: para todo A € SO(n), existe um par de espinores
+1 € Spin(n) tal que Yvyp~! = A(v) para cada v € R™.

Uma caracteristica importante da algebra de Clifford é que podemos calcular a norma de seus
elementos nao nulos. A norma de um elemento v € CI° ¢ dada por 7721{/;, e de acordo com [7],
sabemos que w{/; € R*. Portanto, se 1 € C1%, entdao sua norma é 1/)15, e podemos definir o grupo
Spin(n) por

Spin(n) := {1 € CI° : ip = 1}. (8)

Observacao 2.1. Note que se ¢ € Spin(n), entdo para cada nimero real ¢ > 0 e ¢ # 1, temos
que cp € CI9.

Um espinor operatorial ¢ ¢ um elemento da subalgebra par C12. Pela decomposigiao em (7),
podemos obté-lo explicitamente, uma vez que

® = o+ Z Piy-ering Cigrigno (9)
1< <dog

onde 0 <k <nee;..;

k= CGix o Cigye

Exemplo 1. Para n=4 estamos sobre a dlgebra Cly e sua subalgebra par dada por C13, entdo um
espinor em C1§ é escrito como

@ = @o + p12€12 + P13€13 + P23€23 + P14€14 + Y24€4 + P34€34 + P1234€1234, (10)

Se, dado que |p| = @ # 0, entdo o operador inverso do espinor, denotado por ¢!, surge como

uma ferramenta 1til na obtencao do resultado da proxima segao.
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3 Operador Forma e Espinores Operatoriais

Nesta se¢ao, estamos sempre considerando uma hipersuperficie parametrizada por coordenadas
isotérmicas *. Embora ndo mencionemos esse fato repetidamente ao longo do texto, ressaltaremos
quando necessario.

Seja x : M — R™ uma hipersuperficie orientada e parametrizada por coordenadas isotermicas,

ou seja,
ox .

Ej:aTj:eafi 1<j<n—1, (11)
onde {fy,...,f,_1,f,} é um referencial ortonormal de R™ gerado a partir da rotacao do referencial
coordenado {eq,...,e,}. Segue que

f; = gejp, 1<j<n, (12)
com ¢ € Spin(n), lembrando que e; = Eoe
Ly
Assim, podemos expressar os vetores em (11) como
Ej = '(/)ej&a (13)
0 7 a Ly, -1
onde ¢ = /p¢ € Cl;, com p = e, e E,, = e,y & ortogonal a M. Note que N = | =p ' E,
e{Ei,...,E,_1, N} forma o referencial de Darboux.

Usando a definicio dada por [12] dos operadores DY e DF mas para uma hipersuperficie de
dimensao n-1, temos

n—1 n—1
Dl ¥ = Z ejty, € DL 0= Zw%ej. (14)
j=1 j=1

onde ¢, = %’j e o produto entre e; e 9, ¢ o produto de Clifford.
Observa-se que

——
n—1

DRy =Y e

j=1

n—1
j=1

n—1
= Z ej;/J\m; = DL’lE

j=1

Definigao 3.1. Seja M uma (n — 1)-variedade imersa em R™. Definimos o operador forma
como o mapa S : T'(TM) — I'(TM) tal que S(Ex) = —V g, N, onde V € a conexio de R™ e

E,
N = HE”H = p 'E,, ou seja, o proprio vetor direcional.
n

Definigao 3.2. A curvatura média de M, denotada por H, € definida como

H= ﬁTr(S). (16)

4Existem algumas obstruces para que uma hipersuperficie seja parametrizada por coordenadas isotérmicas [10].

DOI: 10.5540/03.2025.011.01.0357 010357-4 © 2025 SBMAC


http://dx.doi.org/10.5540/03.2025.011.01.0357

Proceeding Series of the Brazilian Society of Computational and Applied Mathematics. v. 11, n. 1, 2025.

Essa defini¢ado e outros conceitos relacionados a hipersuperficies podem ser encontrado em [11].

A partir da defini¢do de S é possivel conseguir uma relagdo da curvatura média de uma hiper-
superficie em R*, estendendo o caso feito por [12] em R?, na verdade, veremos que isso vale para
uma hipersuperficie de R™. Entao, inicialmente, obtemos

3 3
z B = (N, S, an

=1 k=1

E
Sabemos que (N, Q) € A°(RY) c C1Y, e se A, B € Cly, entao (AB)y = (BA)o.

8$k
Para determinar a curvatura média em termos de espinores, calculamos cada produto interno
E,
(N, %) em termos de espinores.
oF 1, 1,
(N, 87:> = p~ (W enea)o + p (Yu Veaer)o. (18)
Agora, observe que wz/; =p= 1/31#. Assim, produzimos duas equagoes:
_ ~ dp
%kw + w'(/)zk = 87’
T
p (19)
wmkw + 1/J¢a:k = (973316
Entao,
d)xk{lz; =35 — 'l/”/}mka
(20)
"/’x;ﬂ/} = a5 — quwwk
Substituindo as equagoes (20) em (18), obtemos
oF 1,
(N, 5=2) = 207 (Yt exea)o- (21)
8xk
Assim,
3
1 OF)
= — N _—
k=1
12, ~ ~
=p 1§<w¢1161€4 + 1/”/%2 eseq + 7!”/%3 6364>0 (22)

= S BD en)o

= o7 2 (D" eatlo.

Note que a expressao em (22) vale para n < 5, mas para n > 5, temos Ej = e ™1, ou seja,
substituimos a transposta 1 por =1 [7].
Para prosseguir com o resultado, observe que 11~ = 1, entdo

( 1)% =0
%;ﬂﬁ + 7/}(1/} l)iEk =0
(w 1)1 = _wI ¢_1 (23)
(’l/) 1)£Ek = _wilql)mkwil-
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Uma vez que estamos considerando n > 5 e temos a equagao (23), podemos resolver uma
equagao similiar a (18) e obter

o, 2Bk y ottt enen)o. (24)

’ é)xk
Agora, podemos enunciar o resultado principal deste trabalho.

Proposigao 3.1. Seja M uma hipersuperficie em R™ orientada e parametrizada por coordenadas
isotérmcias. Considere 1y um spinor em CI® tal que E; = we;p~" com 1 <i < n seja o referencial

de Darbouz. Entao,
2
H=—"__(D®e ! 25
p(n — 1) < we ’(/} >0> ( )

onde p = ¥i = |E,|.
Demonstracao. Com todas as relagoes estabelecidas anteriormente, temos que

4 2
H=p l—n_l
:pil 2 <DR1/)en¢71>0-
n—1

(¥~ D en)o
(26)

O

Observagao 3.1. Em [12], é demonstrado que, ao manipular a expressio A = DFpesrp, em uma
superficie parametrizada por coordenadas isotérmicas, exriste um espinor operatorial que satisfaz
uma equagao do tipo Dirac, representada por:

DBy = pHies. (27)

Analisando esse resultado com o obtido em (25), podemos afirmar que o termo zero, (DFpe,1p=1),
para hipersuperficies sempre dependerd da curvatura média H.

4 Consideracgoes Finais

Na literatura, ja se demonstrou que a geometria spin oferece uma alternativa eficaz para obter
resultados classicos da geometria diferencial, especialmente em relacdo as imersoes isométricas.
Essa abordagem, mais algébrica, torna-a mais acessivel computacionalmente. Nosso trabalho mos-
trou que é viavel expressar a curvatura média de qualquer hipersuperficie de dimensao finita em
termos de espinores operatoriais. Essa perspectiva nao s6 simplifica a compreensao e a manipulagao
de conceitos geométricos complexos, mas também abre novas possibilidades para estender e gene-
ralizar resultados conhecidos. Assim, contribuimos para o avango da geometria spin e sua aplicagao
em diversos campos, como fisica matematica, geometria diferencial e teoria das superficies.
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