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Resumo: Neste trabalho, propomos um modelo matemdtico que tem como objetivo descrever
a dinamica da varicela juntamente com o herpes-zdster, doencas comuns nmo Brasil. Da and-
lise qualitativa dos pontos de equilibrio do modelo temos o surgimento de uma bifurcacao de
Hopf. Pela andlise de Hopf, nao-degenerescéncia e transversalidade, garantimos o surgimento
de drbitas periddicas instdveis [5, 10, 12] e, portanto, uma descri¢do matemdtica para a exiténcia
de picos periddicos de varicela. Simulagdes numéricas corroboram os resultados.
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1 O modelo matematico

O virus varicela-zoster (VZV) causa a varicela (catapora), e o herpes-zéster (cobreiro). O ser
humano é o tnico hospedeiro do virus [3, 6]. O (VZV) pode ser transmitido pelo derramamento
de goticulas através da nasofaringe ou do contato direto com as lesoes da pele [4, 9, 8]. Tanto
os infecciosos com varicela quanto os infecciosos com herpes-zoster podem transmitir o virus. O
herpes-zoster é causado pela reativacao do virus que ficou latente nos ganglios da raiz dorsal, e
ocorre geralmente quando o sistema imunolégico estd menos eficaz devido a doenca e ou a idade
[2, 4, 6]. No Brasil ocorrem pequenos picos de varicela com periodicidade entre 3 e 4 anos [6].

Neste trabalho, estudamos a dindmica da transmissao do (VZV) em uma populac¢ao nao vaci-
nada de humanos, N, e epidemiologicamente dividida em cinco classes disjuntas (subpopulagoes),
S, I,, R, I, e R,. A Figura 1 busca descrever a dinamica da varicela e do herpes-zdster, como
em Vieira e Takahashi 2009 [11]. O tamanho da populacao de humanos é constante e grande o
suficiente para considerar as suas subpopulacgoes como uma varidvel continua no tempo t. Assim,
o tamanho de cada uma das cinco classes na Figura 1 pode variar com o tempo t. Escrevemos
S(t), I (t), Ry(t), I.(t), e Rz(t), sendo, S(t) o nimero de pessoas sadias sujeitas a infeccao, caso
entre em contato com alguém infeccioso, por varicela ou herpes-zéster; I,,(t) o nimero de infec-
ciosos com varicela, podem transmitir o (VZV) as pessoas sadias; R, (t) o nimero de pessoas que
desenvolveram a varicela, foram curadas e adquiriram imunidade permanente a varicela; I, (t) o
numero de infecciosos com herpes-zéster, podendo transmitir o virus varicela-zoster as pessoas
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sadias; R.(t) o nimero de pessoas que desenvolveram herpes-zdster e se recuperaram. Assim,
no instante ¢, a populagao total é dada por

N = 5(t) + I(t) + Ro(t) + L.(£) + Ra (D). (1)
ulN wS
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Figura 1: Esquema compartimental para a transmissao do (VZV), (x) = —k1c1SI2 — kacaSI2.

No modelo matematico consideramos que as taxas de natalidade e de mortalidade natural
(sem interferéncia da doenga) da populagao sao iguais, u, no periodo de tempo analisado. As
pessoas da classe R, adquirem herpes-zdster uma tnica vez [2] e as das classes I, e I, contribuem
para a forca de infeccdo [8]. Dai, a forca de infeccio é dada por (kil, + k2l.) no modelo
matemaético, onde k; é a taxa do (VZV) por pessoas da classe I, e k2 é a taxa do (VZV) por
pessoas da classe I,. Temos k; > ko (contato com pacientes de herpes-zdster é menos frequente)
e ki ~ 091, 6, 8,9, 11, 13]. Os termos —uS, —pul,, —uRy, —pul, e —pR, representam a
mortalidade natural em cada classe e o termo uN representa a entrada de nascidos em S, pois
nao ha transmissao vertical do (VZV) [2, 8, 9].

Temos também que nem todos os individuos da subpopulacao I,, sao propensos a desenvolver
o herpes-zéster, apenas cerca de 15-25%. Os termos —k‘lclSIE — koo ST 3 na dinamica da subpo-
pulagao I,,, representam a saida de pessoas de I,,, onde 1/¢1 e 1/¢3 sdo os suportes populacionais
de I, e I,, respectivamente, esses individuos nao desenvolverao o herpes-zdster e sao inseridos na
dindmica da subpopulacao R,. Se as subpopulagoes I, e I, aumentam a “rotina”da populagao
muda, gerando medidas como, por exemplo, isolando as pessoas infecciosas, com varicela e, ou,
com herpes-zéster. Temos ainda o uso, em pessoas infectadas, de imunoglobulina especifica para
a varicela (VZIG) e a vacinagao, estas sdo praticas que além de evitar a infecgdo podem ate-
nuar as manifestacoes da doenca, e consequentemente que estas pessoas venham a desenvolver
a herpes-zdster [1, 11, 13]. Nés nao consideramos a vacina¢ao em nosso modelo. O termo ,1,
representa individuos que se recuperaram da varicela e sao transferidos da classe I, para a
classe R,. O termo ., representa individuos que se recuperaram do herpes-zéster e vao da
classe I, para a classe R,. O termo aR, representa individuos que se recuperaram da varicella,
adquiriram imunidade permanente & varicela, mas desenvolveram herpes-zdster, e passam da
classe R, para a classe I,. Assim, para estudar a dindmica da transmissao do (VZV), definimos
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o sistema de equacées diferenciais ordindrias:

S" = uN —(u+kil, + kaoI.)S

L = —(p+y)l+ ELA - al)+ k(1 - cl)) S

R, = —(p+ )R+l .
I = —(n+7)l+ak,

R, = —pR.,+ 71 +kieiSI] + kacaSTZ,

onde S’ I/, R, I’ e R, denotam as respectivas taxas de mudanga das classes S, I,, Ry, I, ¢ R,

em relagao ao tempo t, respectivamente.

Observacgao 1.1. 1. Os parametros p, vy, vz, &, c1 € ca dependem exclusivamente de carac-
teristicas da populacao humana e, portanto, sao fizos no intervalo de tempo considerado
(veja a Tabela 1), enquanto que ki e ky sdo varidveis de controle que podem ser alterados
por interferéncia humana.

2. Uma vez conhecidas informagoes sobre S(t), I,(t), Ry(t) e I.,(t) podemos determinar R,
pela equagdo (1) ja que N € constante, ou seja, podemos desconsiderar a ultima equagao
no sistema (2).

Tabela 1: Parametros especificos usados nas simulagoes numéricas [4, 6, 9].

H o Y V= C1 C2 N
(71 x 360)~' (50 x 360)~' 7! 217! 102N—! 10*N"' 10°

Pela segunda parte da Obeservacao 1.1, o sistema (2) pode ser reformulado

S" = uN —(u+kil, + koI.)S

I = —(p+7)L + (kil,(1 — e11,) + koI (1 — e21.)) S

R, = —(p+o)Ry+nl (3)
I = —(p+7)L+aR,.

O sistema de equagoes diferenciais (3) pode ser reescrito

x' = f(x,k), (4)

sendo x = (S, I,, Ry, I.) a varidvel de estado, k = (ki1, ko) a varidvel de controle e f : R* x R? —
R* a funcdo com coordenadas f = (f1, fa, f3, f1) dadas por

S' = fi(x, k), I = fa(x,k), R, = f3(x,k) e I, = fi(x,k).

Notemos que f € C* e portanto o sistema(4) admite solu¢do tnica com qualquer condigao
inicial (xg,ko) € R* x R2.

2 Estabilidade dos pontos de equilibrio

O sistema (3) tem dois pontos de equilibrio. O primeiro ponto, Py = (IV,0,0,0), representa
a populagao livre da doenga mas, suscetivel ao (VZV). O segundo ponto, P; = (S*, I}, R}, I7),

y Loy dlyy L4
sendo Nk L
R L
ak1 + bcko
wN Yo s
S* = , R = I".
+(]€1 -i—Ck‘Q)I;‘; v n+ o v
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As constantes a, b e ¢ sao dadas por ¢ = avyy/ (L + o) (p+72)),
a=v+pul+cN)eb =+ pul+ ceaN). Nos interessa apenas as coordenadas de P;
com significado bioldgico, ou seja, nao negativas. Devemos ter S* > 0, I; > 0, Rj, > 0 e
I, > 0. Isso nos leva a seguinte condi¢do matemadtica: ki + cka > (u + 7,)/N. Esta condicao
equivale a I > 0. Temos assim o conjunto de parametros admissiveis A do sistema
(3) que é dado por A = {(ki,ko) € R?: ky + cko > (u+ v,)/N} . Consideremos o conjunto
F = {(S, I,,R,,I,) € ]RfHS +I,+R,+1, < N} como a regiao de interesse epidemiologico. O
conjunto F é positivamente invariante por (3) sob as hipéteses colocadas. Logo, o modelo esta
bem posto. Temos ainda, § = S*/N, a fracao de suscetiveis no equilibrio P;. Fazendo § = 1/ Ry,
obtemos uma estimativa para Ry. Segue da discussao acima que Ry = N/S* > 1, sempre que
Iy >0.

3 [Estabilidade de F,

O ponto Py representa a populagao livre da doenga. Aplicando o critério de Routh- Hurwitz [7]
juntamente com as hip6teses do modelo matemadtico, sistema (3), obtemos o seguinte resultado

Teorema 3.1. O equilibrio Py do sistema (3) é uma sela 3 — 1.

4 Existéncia da doenca

O ponto P; representa existéncia da doenga. Consideremos a matriz Jacobiana J := J(P;) =
(aiz); ;» do sistema(3) em Py.

Ry kS 0 —koS*
. R2 Rg 0 R4
0 0 o _(:u + '72)

Rl = —(LL + I;fkl + I:kz), R2 = I:(l — 61[:)k1 + I:(l — CQI;)ICQ, R3 = —(M + ’)/y) + S*(l —
201];‘)]61 € R4 = S*(l — 202[:)k2.
O polinémio caracteristico p = 2% + dza® + dox® + dix + dp, de J, tem os coeficientes:

d3 = 2p+a+y.—(Ri+ Rs),

do (u+a)(u+7,)+ RiRs + RoS*k1 — (2u + a+7.)(Ry + R3),

di = (2u+a+7)(RiR3+ RyS*k1) — (n+ o) (i +72) (R + Rs)
- a7vR4; €

dy = (p+a)(p+7)(Ri1Rs + RaS*k1) + avy(R1 Ry + R2S*k2),

Mostramos numericamente usando o software Mathematica e os parametros da Tabela 1, que os
coeficientes dy, do e d3, do polinémio caracteristico de J, sdo positivos para todas as combinagoes
de (k1, k2). No entanto, dependendo dos valores de ky e de ks, di pode ser negativo. Consideremos
o conjunto U dos parametros admissiveis tal que d; > 0, isto é, U = {(k1, k2) € A : dy1(k1, k) >
0}. Seja F : U — R a fungdo definida por F(ky, ks) = dsdady — d3 — dod3, sendo dy, d1, d2 e d3
os coeficientes do polindmio caracteristico de J, dado acima. Consideremos os subconjuntos de
U:. U_ = {(k‘l,k‘g) eU: F(k‘l,k‘g) > 0}, Y= {(k‘l,k‘z) eU: F(k‘l,k‘z) = 0} e Uy = {(k‘l,k‘g) €
U : F(k)l, kg) < 0}

O proéximo resultado caracteriza o equilibrio P; para os parametros de controle nos conjuntos
U Y e Uy, regioes exibidas na Figura 2.

Teorema 4.1. Se (ki,k2) € U entdo as sequintes afirmagoes sao verdadeiras para P;.

1. Py € assintoticamente estdvel se, e somente se, (ki,ka) € U_.
2. Py € sela 2 —2 se, e somente se, (ki,ks) € Us.

3. J tem exatamente um par de autovalores imagindrios puros se, e somente se, (k1,ka) € X.
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Figura 2: Representacao dos conjuntos U_, 3 e U, ,com os parametros da Tabela 1, 0.80 < k1 <
098 e ko > 0. Curva X ed; =0.

5 Bifurcacao de Hopf no modelo

Nesta segao fazemos uma andlise qualitativa do equilibrio Pj, no caso em que (k1,k2) € X.
Usamos resultados gerais sobre Bifurcacao de Hopf, tendo como base Sotomayor et al. [10],

Kuznetsov [5]. Obtemos para a func¢ao B as coordenadas By (u,v) = —kj(ujve+ugvy) —ka(uivg+
ugv1), Ba(u,v) = a(u1vs + ugv1) + b(uvy + ugvr) + c(ugva) + d(ugvy),
Bs(u,v) = 0 = Ba(u,v), onde a = (1 — 2¢c15)k1, b = (1 — 2c21})ka, ¢ = —2c15k1 e

d = —2¢95*ks. Para a fungao C, temos C; = C3 = Cy =0, e Cy := Ca(u,v,w):
Cy = —2¢1 (u1v2w2 + U1 wy + UQUle)k‘l — 2¢9 (U1U4W4 —+ ugviwyg + U4v4w1)k:2.

O autovetor p = (py,p2,p3,p4) € C* de JT associado ao autovalor —iwg, normalizado tal que
as coordenadas de p sdo p1 = 1, po = —(Ry + iwp)/Ra, p3 = ((R1 + iwo)(Rs + iwp) +
RoS*k1)/(wR2) € pa = (0 + a — iwg) ((R1 + iwo) (Rs + two) + R2S™k1))/ayyRa. O autovetor
7 = (q1,92,3,q4) € C* de J, associado ao autovalor iwg, normalizado tal que as coordenadas
de go sdo qu = 1, g3 = (p+ 7= +iwo)/o,q2 = (k+ a + dwo)(k + 2 + fwo)/ayw, e ¢1 =
(4 a+iwo) (147, +iwo) (Rs +iwg) + ayy Ry) /ary, Ra. Note que, o autovetor ¢ = (p, qo) ~'qo de
J satisfaz (p,q) = 1. Se kg € ¥ entdo, pelo Teorema 4.1, a matriz Jacobiana J(ko) associada ao
sistema (3) tem um tdnico par de autovalores puramente imaginarios. Portanto, numa vizinhanga

V de 3, J(k) tem o par A\34(k) = p(k) £iw(k) para todo k € V. Se k = (k1,k2) € &

2 00) = (5 5 000) © 5209 = {p. g (K)a)
onde 0J/0k;, j € {1,2}, denota a matriz obtida pelo calculo da derivada parcial com relacao
a kj, em cada entrada da matriz J. Mostramos, por simulacoes numéricas, usando o software
Mathematica e os dados da Tabela 1 que dp/0dk1 e Op/0ks sao nao nulos em X e o equilibrio Py
de (3), com (kq, ko) € ¥ é um ponto transversal de Hopf. O primeiro coeficiente de Lyapunov é
dado por

1 . _ _ _
ll = Tu)OReQ)) C(Qa QaQ) + B(gv (2“00-[4 - ‘]) lB(q) Q)) - 2B(q) J IB(Q7 Q))>

Como a exprassao de [ é dificil de ser manipulada algebricamente, faz-se uma anélise numérica,
verificando que [ atinge um minimo em ¥ e esse minimo é positivo. Portanto, numa vizinhanca
de 3, existe uma familia de drbitas periddicas instaveis tal que o equilibrio P; estd em seu
interior. Resumimos a discussao acima no seguinte resultado.

DOI: 10.5540/03.2015.003.01.0088 010088-5 © 2015 SBMAC


http://dx.doi.org/10.5540/03.2015.003.01.0088

Proceeding Series of the Brazilian Society of Applied and Computational Mathematics, Vol. 3, N. 1, 2015.

Teorema 5.1. Seja o sistema (3) com os parametros da Tabela 1. Se (k1, ko) € ¥ entdo o sitema
(3) tem um ponto de Hopf transversal Py e o primeiro coeficiente de Lyapunov em (ki,kg) €
positivo.

Na Tabela 2 as simulagdes numéricas com alguns valores de parametros (k1, k) € X.

Tabela 2: Valores de A3 4, aanl, (_;)sz e l; para alguns pares (ki, ka) € 3.
]{1 k‘Q )\374 8/)/8]{21 8p/8k‘2 ll
0,80 0,199517 40,00578159¢ —0,167696 0,670563 434,012
0,85 0,211987 40,00578027¢ —0,157747 0,630884 444,744
0,86 0,214481 40,00578003¢ —0,155898 0,623505 446,945
0,87 0,216975 40,00577979: —0,154091 0,616297 449,277
0,88 0,219469 40,00577955: —0,152326 0,609253 451,402
0,89 0,221963 40,00577932¢ —0,150600 0,602369 453,657
0,90 0,224457 40,00577910¢ —0,148913 0,595638 455,931
0,91 0,226951 40,00577888¢: —0,147264 0,589057 458,222
0,92 0,229445 40,00577867: —0,145651 0,582619 460,531
0,93 0,231939 40,00577846¢ —0,144072 0,576320 462,859
0,94 0,234433 =+0,00577825: —0,142528 0,570156 465,204
0,95 0,236927 40,00577805¢ —0,141016 0,564123 467,567
0,98 0,244409 40,00577747¢: —0,136667 0,546765 474,763

As Figuras 3 e 4 mostram a projecao no espago bidimensional I, X I; da orbita gerada pelo
sistema (3) com condicdo inicial P; = (0.274504,11.0084, 16610.02009, 19.3624), onde (k1, ko) =
(0.9,0.2244) € U_ foram geradas com software Mathematica com os dados da Tabela 1.

19. 3625

19. 3624

19. 3624

11. 0083 11. 0084 11. 008! 11. 0086
t 11. 0083 11. 0084 11. 0085 11. 0086
Figura 3: Projecao da orbita no espago Figura 4: Projecao da érbita no espago
bidimensional I, X I,, com condicao inicial bidimensional I, X I, com condicao inicial
Py e o tempo variando entre 0 e 10%. P, e o tempo variando entre 0 e 10°.

6 Conclusao

Quando (ki,ke) € U_ a populacdo humana convive com varicela e herpes-zdster, porque
Py é assintoticamente estavel. Isso serd pior se (k1 =~ 0.9, ks ~ 0.22447) aproxima de X, pois
ocorrera ciclo limite instével, Bifurcacao de Hopf, o que implica, se a populagao, x, estiver
dentro deste ciclo limite a existéncia de varicela e herpes-zéster é duradoura. A existéncia desse
ciclo limite pode explicar o aparecimento de epidemias peridédicas de varicela. Assim, com base
no estudo deste modelo, sem interferéncia nas taxas de transmissao do virus wvaricela-zoster, o
virus permanecerd na populacao. No Brasil a varicela é considerada benigna e inevitavel em
criancas saudaveis, mas em 2010, no estado de Sao Paulo foram registrados 39.046 casos, com 34
mortes. O ritmo acelerado da vida moderna diminui a qualidade de vida das pessoas e as torna
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mais vulneraveis, contribuindo, assim, com o agravamento dos casos de varicela e herpes-zoster.
Isto é caro para os cofres publicos, além da perda irreparavel de vidas humanas. Assim, se faz
necessario desenvolver estratégias de controle para que k; e ko tenham seus valores modificados.
Uma possibilidade é a vacinagdo. No Brasil, a vacinacao contra a varicela ja esta disponivel na
rede de saide publica.

Referéncias

[1] T.M.P.P. Castaneira, L.G.F. Pedro, F.S.V. Martins, Varicela, Centro de Informag¢do em
Saide para Viajantes, http://www.cives.ufrj.br/informacao/varicela/var-iv.html (11/03-
/2011).

[2] G.P. Garnett, B.T. Grenfell, The epidemiology of varicella-zoster virus infections: a math-
ematical model, Epidemiol. Infect., 108 (1992) 495-511.

[3] G.P. Garnett, M.J. Cox, D.A.P. Bundy, J.M. Didier, J.S.T. Catharine, The age of infection
with varicella-zoster virus in St Lucia, Epidemiol. Infect., 110 (1993) 361-372.

[4] A. Gil, M. San-Martin, P. Carrasco, A. Gonzalez, Epidemiology of severe varicella-zoster
virus infection in Spain, Vaccine, 22 (2004) 3947-3951.

[5] Y.A. Kuznetsov, “Elements of Applied Bifurcation Theory”, Springer-Verlag, New York,
2004.

[6] D. Pace, Review of Varicella zoster virus: from epidemiology to prevention, Malta Medical
Journal, 20 (2003) Issue 03.

[7] L.S. Pontryagin, “Ordinary Differential Equations”, Addison-Wesley, Massachusetts, 1962.

[8] M.C. Schuette, A qualitative analysis of a model for the transmission of varicella-zoster
virus, Math. Biosc., 182 (2003) 113-126.

[9] P.C. Sodrez. “Uso de modelos de andlise de decisdo nos programas de vacinacao contra a
varicela”, Tese de Doutorado, FMUSP, 2009.

[10] J.M. Sotomayor Tello, L.F. Mello, D.B. Santos, D.C. Braga, Bifurcation analysis of a model
for biological control, Math. and Comp. Modelling , 48 (2008) 375-387.

[11] A.L. Vieira, L.T. Takahashi, A Sobrevivéncia do Virus varicela-zoster, Biomatemdtica , 19
(2009) 109-124.

[12] A.L. Vieira. “Bifurcacao de Hopf em um Modelo para a Dindmica do Virus varicela-zoster”,
Dissertacao de Mestrado, DMA-UFV, 2011.

[13] A.L.F. Yu, M. Amaku, , M.N. Burattini, E. Massad, R.S. Azevedo, Varicella transmission in
two samples of children with different social behaviour in the State of Sao Paulo, Epidemiol.
Infect., 127 (2001) 493-500.

DOI: 10.5540/03.2015.003.01.0088 010088-7 © 2015 SBMAC


http://dx.doi.org/10.5540/03.2015.003.01.0088

