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Resumo. As condigoes de otimalidade sequenciais fornecidas pelo principio do méaximo fraco assin-
totico destacam-se dos trabalhos presentes na literatura, pois podem ser verificadas, por exemplo,
através de uma versao adequada do método de Lagrangiano aumentado, ou seja, sdo ferramen-
tas tedricas que podem ser aplicadas de forma pratica para a escolha de candidatos & solugdes
de problemas de controle 6timo. Neste trabalho, estudamos condigdes que, quando satisfeitas, fil-
tram esse conjunto de candidatos a solugdo com a mesma precisdao do principio do maximo. Como
consequéncia obtemos uma nova condi¢ao de qualificagao.
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1 Introducao
O problema de controle 6timo estudado no presente trabalho é dado por:

minimizar £(x ( ) z(1))

sobre (z,u) € W}H1([0,1]; R™) x L>(]0,1]; R™) satisfazendo
(1) = ( “2(t), u(t)) a.t.p. em [0,1], (P)
g(t,x(t),u(t)) <0  q.t.p. em [0,1],
(2(0),2(1)) € C,

em que [ : R" xR" - R, (f,g):[0,1] x R” x R™ — R™ x R™9 sdo fungdes dadas e C C R x R™.

E bem estabelecido na literatura que o principio do maximo geralmente nao é valido para (P),
como visto em [8]. Sua validade depende da imposicao de certas hipoteses sobre as restrigoes
mistas. Essas hipoteses sdo comumente conhecidas como Constraint Qualifications (CQ) que, em
portugués, sdo referidas como condi¢oes de qualificacdo. Neste trabalho, com base em estudos
desenvolvidos no contexto da programacao nao linear [1] (caso de dimenséo finita) e [3| (caso de
dimenséo infinita), propomos uma nova condigéo de qualificagdo para problemas na forma de (P).

Ao longo deste trabalho, denotamos convergéncia forte e fraca por — e —, respectivamente.
Utilizamos a notagao L, com 1 < p < oo, para denotar os tradicionais espagos LP([0,1];R!). A
notagao W1 refere-se ao espago das fungoes absolutamente continuas x : [0,1] — R™. A funcéo
Hamiltoniana H : [0,1] x R" x R™ x R™s x R™ — R associada ao Problema (P) é definida como
H(t,x,p,r,u) :=p- f(t,x,u)+r-g(t, z,u). Além disso, recordamos que um processo é representado
por um par (z,u), onde u € L% é o controle e x € W' é o arco (ou estado) que satisfazem
z(t) = f(t, z(t),u(t)) em quase todo ponto em [0,1], vide [13, p. 202]. Um processo admissivel
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(z,u) para (P), isto é, um processo que satisfaz todas as restrigoes de (P), recebe o nome de minimo
local fraco de (P) se existir um 6 > 0 tal que ¢(Z(0),Z(1)) < £(x(0),x(1)) para todos os processos
admissiveis (z,u), tais que (z(t),u(t)) € Qs(t) :== {(y,v) € R* x R™ : |(y,v) — (Z(¢),u(t))| < 6}
para quase todo ponto em [0, 1].

Em [11], Moreira e de Oliveira apresentam as definigdes de sequéncias e processos AWMP.
Baseados nelas e realizando alguns ajustes de notagao, podemos apresentar as seguintes definigoes.

Definicao 1.1 (Sequéncias AWMP). Uma sequéncia {(z*,u*, p* r* A¥)} c Wt x L x Wit x
L} , % [O +00) é chamada de sequéncia WMP? assintdtica (sequéncia AWMP) se existirem sequén-
cias {( )} c L x LL, {Vk} CLl,j=1,...,my, e {(9* 0%} CR" xR" come* — 0 em L},
n* —0emL}, ( )= 0 para j=1,...,my e quase todo ponto em [0,1], 9F — 0 eof =0 tais
que, para cada k 6 N e quase todo ponto em [0, 1],

(i) A+ p" | = 15

(i1) (—p £(1),0) — (5(1), (1)) € cod, wH(t, " (1), pR(), TR (1), uF (1))

(i) ! < >[gg<t,w (0,04 0) ~ O] =0 e k() <0, J =1y

(iv) (*(0), —p*(1)) — (¥, 0*) € ADE(a(0), 2 (1)) + N (*(0), 2*(1);
em que 0P e No(2%(0),2%(1)) sdo a subdiferencial limite de ® (® =H e ® ={) e o cone normal
limite a C em (z¥(0),2%(1)) [13, Definicdes 4.5.1 e 4.2.3], respectivamente.

Definigao 1.2 (Processos AWMP). Seja (Z, ) um processo admissivel do Problema (P). Chama-
mos (Z,u) de um processo WMP assintdtico (processo AWMP) se existir uma sequéncia AWMP

{(zF,uk, pF r% XF)} tal que 2% — T e uF — @, ambas uniformemente.

Tomando 6 > 0 e um processo de referéncia (Z, @), baseados em [7], vamos considerar que:

(H) ¢ élocalmente Lipschitz em uma vizinhanga de (Z(0), Z(1)); |f(t, Z(t), @(¢))| e |g(¢t, T(t), u(t))|
sao integraveis em [0, 1]; para cada (z,u) € R™ x R™, a fungdo ¢t — (f(¢,z,u), g(t,z,u)) é
Lebesgue mensuravel; e existe uma fungao L € L'([0,T];R) tal que para ¢ = f e ¢ = g,
lo(t, z,u) — P(t, y,w)| < L(t)|(z,u) — (y,w)| para todo (z,u), (y,w) € Qs(t) e q.t.p. em [0, 1].

(CC) Defina g*(t,z,u) := max{0, g1(t, ,u), ..., gm, (t,z,u)}. Os conjuntos {(f(t,z,u), g™ (t,z,u)
+s) 1 Jlu—a(t)| < d,s > 0} s@o convexos para todo |x — Z(t)| < 6 e q.t.p. em [0, 1].

Usando as mesmas ideias da demonstracdo do Teorema 1 de [11], podemos demonstrar o Te-
orema 1.1, enunciado adiante, o qual assegura que todo minimo local fraco de (P) é também um
processo AWMP, ou seja, as Condigoes AWMP, dadas por (i)-(iv) na Definigdo 1.1, sdo genuinas
condigoes necessarias de otimalidade.

Teorema 1.1 (Principio do Méximo Fraco Assintotico). Seja (%, @) um minimo local fraco de (P).
Se, para algum § > 0, as Hipdteses (H) e (CC) valem, entio (Z,u) € um processo AWMP.

A versao do principio do maximo que iremos nos referir como “classica” é dada pelo Teorema
1.2, enunciado logo abaixo. Tal resultado pode ser consultado, por exemplo, em |7, Teorema 1].

Teorema 1.2 (Principio do Méaximo Fraco classico). Seja (Z,4) um minimo local fraco de (P).
Suponha que alguma condi¢do de qualificacio seja satisfeita. Entdo existem X € [0,+00), p € Wht
er e L,lng tais que, para quase todo ponto em [0, 1],

(i) A+ lpllege # 0;
(i) (—p(t), 0 € cody (L, (1), p(t), (1), ult));
(iii) 7(t) - g(t, 3(t), u(t) =0 e r(t) < 0;
(i) (p(0), =p(1)) € A0L(z(0), (1)) + N (2(0), 2(1)).

3WMP ¢ a sigla para Weak Mazimum Principle.
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2 Uma Nova Condigao de Qualificagao

Nesta secdo, investigamos sob qual cenario as condiges de otimalidade AWMP implicam no
principio do méaximo fraco classico (Teorema 1.2). Para esta investigagdo, nos inspiramos em
algumas ideias exploradas no contexto da programacao nao linear, mais especificamente, no caso
de dimenséo finita para problemas suaves, na condigdo Cone Continuity Property (CCP) [1], no
caso de dimensao finita para problemas nao suaves, na condigao Asymptotically Mordukhovich-
regularity (AM-regularidade) [10] e, no caso de dimensao infinita para problemas suaves, na AKKT-
regqularity (AKKT-regularidade) [3]. Através da inspiracdo obtida, propomos uma nova condic¢ao
de regularidade para (P), baseada nas as condigbes AWMP, denominada AWMP-regularidade (ou
AWMP-regularity). Esta nova condigdo atua como uma condi¢do de qualificacdo e assegura a
validade do principio do maximo fraco cléssico.

Motivados pela defini¢io das condigoes AWMP, para cada z € Wit ue L ev € L}ng, vamos
considerar os seguintes conjuntos:

para quase todo ponto em [0, 1],
(

0
(w?w?’y’g) .
_ (p(0), 9(0)) € c0Dyuplt) - £(1,2(6), u(t))) — {(—5(2),0)},
Mieu)i= 3 €Ln X I | (5 6) € M(@(0), 2(1) ~ {(p(0). (1)}, @
| 0

(Ap) € [0, +00) x Wt e A+ [|p[lLee #

para quase todo ponto em [0, 1],
(o), (1)) = 3272 75 () Ve ,ugs (8, (1), ult)),
Mo(z,u,v) == (EW}L?Q’EB YR xR | "€ L,lng,rj(t) <0,j=1,...,m, . (2)
S ri(0)]g; (¢, x(t), u(t)) —v;(0)] =0, j=1,...,mg,
(7,€) € No(2(0),2(1))

O lema apresentado adiante estabelece uma relagao entre tais conjuntos e o principio do maximo
fraco classico (Teorema 1.2).

Lema 2.1. Seja (Z,a) um processo factivel para (P). Se
Ml(jaﬂ) ﬂ(_MQ(jﬂ_lfaO)) 7£ a, (3)
entio as condi¢oes do principio do mdzimo fraco cldssico sao satisfeitas em (T, a).

Demonstragdo. Seja (p,1,7,&) € My(z,a) N (—=Ma(Z,,0)). Por definigio, (¢,v,7,&) € LY x
Ll x R" x R" e existe (\,p,r) € [0, +00) x WL x L}ng tal que, para quase todo ponto em [0, 1],

(0(t), 9(t)) € Coazu( @) - f(t,2(t), u(t)) — {(=p(t),0)}, (4)
(o (t) Z?‘a Ve ug;(t, (1), ult)), (5)

r;(t)g; (L, Z(t), ()) 0 e r(t)<0,j=1,...,mg, (6)

(7,€) € A0£(z(0), 2(1)) — (p(0), —p(1)), (7)

= (7,€) € Ne(2(0), (1)), (8)

A+ Pl # 0. (9)

Por (4) e (5),
(=p(£),0) € codru(p(t) - f (2, Z(t),u(t))) + i% () Ve ,ug; (1, 2(t), u(t))
j=1
= 00, H(t, Z(t), p(t),r(t), u(t)) (10)
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em quase todo ponto em [0,1]. Além disso, de (7), (8) e (9),

(p(0), =p(1)) € A9(2(0), (1)) = {(7, )} € A9(2(0), (1)) + Ne(2(0), 2(1)), (11)
com A+ |[p||Le # 0. Portanto, por (6), concluimos a demonstracao. O

O Lema 2.2, enunciado adiante, garante que, sob algumas hipdteses, podemos representar as
condigoes AWMP de uma forma alternativa que envolve o limite externo/superior fraco do tipo
Painlevé-Kuratowski da multifungio My : W1 x LS x L,lng ~ L x L1 x R" x R" dado por

w-limsup Ms(z,u,v) :=

T =T, u—U

3 {(ah, ub )} Wt X L x Ly,

¥ — 7 e u¥ — @ ambas uniformemente,

(@aw)’}/?g) j( ) —0 qtp €m [07 1]7 .7: 17"'amg7 (12)
€ Ly, x Ly, x R* x R™ | (k%) = (¢, 4) em L, x L}, '
(V&%) = (7,6),

(oF, kAR k) € Mo(aF, uF, vF) para todo k € N

Lema 2.2. Seja (z,a) um processo AWMP para (P), em que valem as Hipdteses (H) e (CC) e a

sequéncia AWMP associada seja dada por {(x*,uF, pF vk A\p)} € WX LoOx WLt xL}nq x [0, +00),

com {(e¥,n*)} C LL x L. como na Definicio 1.1. Suponha que

(H1) existam fungoes integrdveis ke e ky tais que |e*(t)| < k-(t) e [n*(t)] < ky(t) para todo k € N
e quase todo ponto em [0, 1];

(H2) exista uma fungao integrdvel k, tal que

my

S k() Vagi(t 2 (), ()] < k(1) (13)

j=1
para todo k € N e quase todo ponto em [0, 1].
Entao

T T, u—U
v—0

Mi(z, )N <—W—1imsup ./\/lg(x,u,y)> # . (14)

Demonstra¢ao. Como, por hipotese, (Z, ) é um processo AWMP para (P), entao, por definicao,
existem sequéncias { (%, u”, p*, 1%, \)} C Wt x Lo x Wt x Ly, %[0, +00), {(e¥,7%)} C L}, x Ly,
vk} C Ly, e {(9%,0%)} C R™ x R™ tais que, para cada k € N e quase todo ponto em [0, 1],

Mo+ 19" e = 1, (15)
(—=p"(t),0) — (" (), n" (1)) € codeuH(t, 2" (t),p"(t),r" (1), u"(t)), (16)
i (0)]g;(t, 2" (@), v (@) = ()] =0 e rj(#) <0, j=1,...,my, (17)
(P*(0), —p* (1)) — (9", 0%) € \pdl(*(0), 2" (1)) + Ne(2*(0), k(l))» (18)
em que e¥ = 0 em L,, n* = 0 em L}, vF(t) = 0 quase todo ponto em [0,1], com j = 1,...,my,

9 50,08 =0,2F>zeufF—a ambas uniformemente.
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)
e (18), para cada k € N, existe algum (7%, 75) € No(2*(0),2%(1)) tal que
(p*(0), =p"(1)) = (0%, 0%) € \edl(2*(0), 2% (1)) + {(71, 73)} (19)
para cada k € N. Entao, para todo k € N e quase todo ponto em [0, 1], definimos
(" (), 0" (1), 7", %) = Z?‘ Vaugi(t, 2" (1), u"(£),0,0 | + (0,0, =7y, —73).  (20)

Logo, usando (17) e (19), podemos concluir que (pF, ¥ ~* ¢F) € —My(zF, uk, v*) para todo
k € N. Pela Hipotese (H2), existe uma fungio integravel k, tal que |¢*(t)] < k,(t) para cada
k € N e quase todo ponto em [0, 1]. Portanto, pelo Teorema de Dunford-Pettis [13, Teorema 2.5.1,
p. 87], por meio da extracdo de uma subsequéncia (ndo renomearemos), podemos concluir que
©* — ¢ para alguma funcio ¢ € L.

Por (15), Ay < 1 e |p¥(1)| < 1 para cada k € N. Assim, pelo Teorema de Bolzano-Weierstrass
[9, Teorema 5, p. 17], podemos extrair subsequéncias (ndo renomearemos) e garantir que Ay — A
e p*(1) — p1, com (A, p1) € [0, +00) x R™.

De (16) e (18), para cada k € N e quase todo ponto em [0, 1],

(" (1), 9" (1)) = (), n" (1)) € coduu(P® () - F(t,2"(8),u" (1)) — {(~5"(¢),0)} (21)

(7", €%) = (9%, 0") € Xedl(x(0), 2" (1)) — {(p"(0), =p"(1))}. (22)
Por [4, Proposicao 2.6.4, p. 71|,
€0 0y (P (E) - F(8, (1), uF (1)) = PFTH(E) Do f (1, 2" (8), 0™ (1)),

e por [4, Proposigio 2.6.2, p. 70|, Dy . f(t,2*T1(t),ufT1(t)) C ks(t)B em quase todo ponto em
[0,1], em que D, ,f denota a Jacobiana Generalizada de Clarke* de f com respeito a (x,u) no
ponto (¢,2,u). Assim, de (21) e das Hipoteses (H1) e (H2),

5" (O] < 1 (0)ks (1) + [ (@) + 1" ()] < P" ()| (8) + ke (t) + koo (2) (23)

para cada k € N e quase todo ponto em [0, 1]. Logo, pela desigualdade de Gronwall [7, Lema 1],
P ()] < exp(lkg | L) (D] + 11 (ke + ko)) < exp(l[kgll)ll + [1(ke + ko)) (24)

para todo k € N e quase todo ponto em [0,1]. Consequentemente, {p*} é uniformemente inte-
gravelmente limitada. Entdo, com a ajuda do Teorema de Dunford-Pettis [13, Teorema 2.5.1, p.
87|, através da extragdo de uma subsequéncia (ndo renomearemos), podemos concluir que, para
alguma funcdo p € W1, p¥ — p uniformemente e p¥ — p em L.

Pela Hipotese (H1), existe uma fungao integréavel k, tal que |n*(t)| < k, (t) para todo k € N e
quase todo ponto em [0, 1]. Assim, por (21) e (24),

WO < @)k (1) + I ()] < |exp(llksll L) (1 + [I(K + k’w)”Li)} kp(t) +kq(t)  (25)

para cada k € N e quase todo ponto em [0,1]. Consequentemente, {1/*} é uniformemente inte-
gravelmente limitada. Assim, novamente pelo Teorema de Dunford-Pettis [13, Teorema 2.5.1, p.

4Veja [4, Definigdo 2.6.1] para mais detalhes.

DOI: 10.5540/03.2025.011.01.0502 010502-5 © 2025 SBMAC


http://dx.doi.org/10.5540/03.2025.011.01.0502

Proceeding Series of the Brazilian Society of Computational and Applied Mathematics. v. 11, n. 1, 2025.

87], extraindo uma subsequéncia (mais uma vez nio renomearemos), concluimos que 1* — 1) para
alguma funcao ¢ € L} .

Como A < 1 e, pela Hipotese (H), ¢ é localmente Lipschitz, de (22) e (24), segue que a
sequéncia {(7*,£%)} é limitada. Entdo, pelo Teorema de Bolzano-Weierstrass |9, Teorema 5, p.
17], podemos tomar uma subsequéncia (nfo renomearemos) tal que (v*,¢¥) — (v, €) para algum
(7,€) € R™ x R™.

Portanto,

(p,0,7,£) € —w-limsup Ms(z,u, ). (26)

T T, u—0
v—0

Uma modificacao direta na prova do Teorema da Compacidade das Trajetorias [4, Teorema
3.1.7, p. 118] e um apelo as propriedades de semicontinuidade superior dos cones normais e
subdiferenciais limites, permitem-nos tomar limite nas relagoes (21) e (22) para obter

(0(t), 9 (8),7,€) € c00ru(p(t) - f(E, (1), u(t))) — {(=p(t),0)}
x (A0€(2(0),2(1)) — {(p(0), —=p(1))}) (27)

quase todo ponto em [0,1]. Além disso, como A\ — A e p¥ — p uniformemente, por (15), \ +
lpllLee # 0. Portanto, (¢,,7,€) € M(Z,u) e concluimos a demonstragao. O

Inspirados nos resultados fornecidos pelos Lemas 2.1 e 2.2, definimos a regularidade AWMP
para o Problema (P) como segue.

Definigao 2.1. Um processo (Z,u), factivel para (P), € dito Asymptotic Weak Mazimum Principle
regular, ou simplesmente processo AWMP-reqular (ou AWMP-regular), sempre que

w-limsup Ma(x,u,v) C Mo(Z,,0). (28)

T, u—0
v—0

Com base na Defini¢ao 2.1, o proximo resultado segue imediatamente dos Lemas 2.1 e 2.2. Em
sintese, ele nos diz que a condigago AWMP-regular funciona como uma condigao de qualificagao
para o Problema (P), ou seja, garante a validade do principio do méaximo fraco classico.

Teorema 2.1. Seja (Z,u) um minimizador local fraco para (P). Suponha que as Hipdteses (H),
(H1), (H2) e (CC) sao satisfeitas. Se (T,u) for um processo AWMP-regular de (P), entdo (T,u)
satisfaz as condigoes do principio do mdximo fraco cldssico.

3 Consideragoes Finais

Como as condicoes de otimalidade tradicionais tém que ser verificadas na solucao 6tima do pro-
blema estudado, que a depender de sua complexidade, pode tornar a obtengao de tal solugao uma
tarefa ardua ou mesmo impraticavel, as condig¢oes de otimalidade sequenciais, tais como as forneci-
das pelo principio do maximo fraco assintotico, se destacam como poderosas ferramentas, visto que
existem caminhos praticos para a sua obtengao, por exemplo, através de uma versao adequada do
método de Lagrangiano aumentado, vide [12]. Adicionalmente, a regularidade AWMP estabelece
o cenario sob o qual essas condigoes sequenciais implicam nas condi¢oes de otimalidade classicas
estabelecidas pelo principio do méximo. Em resumo, o principio do méaximo fraco assintotico de-
fine critérios praticos para a selecao de candidatos a solugoes em problemas de controle 6timo e a
regularidade AWMP, quando atendida, assegura que esses critérios possuem precisdo equivalente
as condigoes do principio do maximo. Como investigagoes futuras pretendemos verificar se a regu-
laridade AWMP ¢ a condi¢do minima sobre a qual o principio do méximo fraco assintotico implica
no principio do méaximo fraco classico e estabelecer as relagoes entre a AWMP-regularidade e as
condigoes de qualificacao para problemas de controle 6timo existentes na literatura, por exemplo,
as CQs do tipo posto completo [6], posto constante [2], Mangasarian-Fromovitz [5, 8], entre outras.
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