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Resumo. Apresenta-se a aplicação de uma metodologia de obtenção das propriedades efetivas de
ordem superior de uma barra elástica microperiódica funcionalmente graduada com comportamentos
constitutivo linear e efetivo não linear com efeitos de gradiente de segunda ordem. Tal metodologia
baseia-se na homogeneização assintótica e na invariância da densidade de energia efetiva com relação
às escalas estruturais e tem sido aplicada com sucesso a materiais compósitos. Um exemplo é
apresentado para ilustrar o efeito de escala, isto é, o fato experimentalmente observado de que
as propriedades efetivas de ordem superior são desprezáveis em presença de separação de escalas
estruturais, enquanto tais propriedades devem ser consideradas quando a escala da heterogeneidade
é da mesma ordem que a escala do meio como um todo.
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1 Introdução
Métodos tradicionais de homogeneização matemática (tais como convergência em duas escalas

[2, 19], homogeneização assintótica [5, 7], Σ-, G-, Γ- e H-convergências [10, 18, 20, 26], homoge-
neização de dois espaços [12, 13], homogeneização de tangente de segunda ordem [22, 23], funções
teste oscilantes [27]) baseiam-se na separação de escalas estruturais nos meios heterogêneos cujos
modelos pretendem resolver. Tal separação de escalas é caracterizada pelo parâmetro geométrico
ε > 0, de maneira que, para ε suficientemente pequeno, esses métodos de homogeneização conse-
guem produzir estimativas precisas das propriedades macroscópicas efetivas do meio heterogêneo
que descrevem o meio homogêneo equivalente correspondente. Contudo, quando ε ≲ 1, ou seja,
quando a escala da heterogeneidade é da mesma ordem da escala macroscópica, a homogeneização
clássica falha [29, 30] e resulta necessário considerar termos adicionais na lei efetiva para repre-
sentar adequadamente os efeitos de escala observados experimentalmente [17]. Diferentes técnicas
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de homogeneização têm sido propostas para incorporar tais termos adicionais: por exemplo, no
contexto da mecânica dos meios contínuos generalizados [3] tais como as teorias de: meios micro-
polares [11] e micromorfos [24], tensão acoplada [25] e gradiente de deformação [28]. Em particular,
a homogeneização assintótica tem sido aplicada na construção de meios contínuos de gradiente de
deformação [4, 8] inclusive para a obtenção de propriedades efetivas de materiais compósitos [1, 6,
9, 15, 16, 29, 30]. Neste trabalho, aplica-se essa metodologia para obter as propriedades efetivas de
uma barra elástica microperiódica funcionalmente graduada localmente linear e globalmente não
linear com efeitos de gradientes de segunda ordem. Finalmente, apresenta-se um exemplo para
ilustrar o efeito de escala, isto é, o fato experimentalmente observado de que as propriedades efeti-
vas de ordem superior são desprezáveis em presença de separação de escalas estruturais, enquanto
tais propriedades devem ser consideradas quando a escala da heterogeneidade é da mesma ordem
que a escala do meio como um todo.

2 Metodologia
Seja uma barra heterogênea com comportamento constitutivo elástico linear na microescala e

não linear com efeitos de gradiente de segunda ordem na macroescala. A barra tem estrutura
periódica de maneira que um elemento representativo de volume Ω pode ser formado por várias
células de periodicidade e tem tamanho relativo ε. A hipótese fundamental é que que a densidade
de energia efetiva é invariante com relação à escala, ou seja, ⟨W ε(x)⟩ = ⟨WM (x)⟩, em que ⟨·⟩ =
1
|Ω|
∫
Ω
(·)dΩ é o operador do valor médio sobre Ω e as energias elásticas nas escalas micro e macro

são, respectivamente,

W ε(x) =
1

2
Cε(x)

(
duε

dx

)2

, (1)

WM (x) =
1

2
CM

(
duM

dx

)2

+GM duM

dx

d2uM

dx2
+

1

2
DM

(
d2uM

dx2

)2

, (2)

em que Cε(x) e CM são propriedades elásticas de primeira ordem e GM e DM são propriedades
elásticas de ordem superior, sendo CM , GM e DM constantes.

Procura-se o deslocamento na microescala uε(x) mediante o ansatz de Bakhvalov [21]

uε(x) ∼ u0(x) + εN1(y)
du0

dx
+ εN2(y)

d2u0

dx2
, y =

x− xc

ε
, (3)

em que xc = ⟨x⟩ é o centro geométrico de Ω, e as funções locais Nk(y), k = 1, 2, têm média nula
e, sendo N0(y) ≡ 1, podem ser procuradas via teoria clássica de homogeneização assintótica como
soluções periódicas do k-ésimo problema local dado por

d

dy

[
C(y)

(
dNk

dy
+Nk−1(y)

)]
= 0, ⟨Nk(y)⟩ = 0, (4)

em que C(y) = Cε(x). A propriedade elástica efetiva de primeira ordem Ĉ obtém-se do primeiro
problema local como

Ĉ =

〈
C(y)

(
dN1

dy
+ 1

)〉
. (5)

Por outro lado, pode-se assumir que o deslocamento macroscópico uM (x) coincide com o termo
u0(x) de ordem O(ε0) do ansatz, de maneira que

dku0

dxk
=

dkuM

dxk
, k = 0, 1, 2 =⇒

〈
dku0

dxk

〉
=

〈
dkuM

dxk

〉
, k = 0, 1, 2. (6)
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De aproximar uM (x) pelo polinômio quadrático de Taylor ao redor de xc, tem-se

uM (x) ≈ uM (xc) +
duM

dx

∣∣∣∣
x=xc

(x− xc) +
1

2

d2uM

dx2

∣∣∣∣
x=xc

(x− xc)2, (7)
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≈ duM

dx

∣∣∣∣
x=xc

+
d2uM

dx2

∣∣∣∣
x=xc

(x− xc), (8)

d2uM

dx2
≈ d2uM

dx2
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x=xc

, (9)

donde〈
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1
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,
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〉
=

dkuM
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x=xc

, k = 1, 2, (10)

e, portanto,

uM (x) ≈ uM (xc) +

〈
duM

dx

〉
(x− xc) +

1

2

〈
d2uM

dx2

〉
(x− xc)2, (11)
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dx
≈
〈
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dx

〉
+

〈
d2uM

dx2

〉
(x− xc), (12)

d2uM
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≈
〈
d2uM

dx2

〉
. (13)

Logo, a densidade de energia efetiva com relação à macroescala é

〈
WM (x)

〉
=

〈
1

2
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(
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dx

)2
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dx
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1
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≈ 1
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em que I =
〈
(x− xc)2

〉
= ε2

〈
y2
〉
.

Para determinar as propriedades efetivas CM , GM e DM em termos das funções locais Nk(y),
k = 1, 2, deriva-se o ansatz levando em conta a regra da cadeia d

dx ≡ ∂
∂x + ε−1 ∂

∂y de maneira que

duε

dx
∼
(
1 +

dN1

dy

)
duM

dx
+ ε

(
N1(y) +

dN2

dy

)
d2uM

dx2
(16)

=

(
1 +
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)(〈
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〉
+ εy
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dx2

〉)
+ ε

(
N1(y) +

dN2
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〉
(17)
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〉
+ εM(y)
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〉
, (18)

em que

L(y) = 1 +
dN1

dy
, M(y) = yL(y) +N1(y) +

dN2

dy
. (19)

Assim, a densidade de energia efetiva com relação à microescala é

⟨W ε(x)⟩ ∼
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1

2
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〈
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〉
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em que
Ĉ = ⟨C(y)L2(y)⟩, Ĝ = ε⟨C(y)L(y)M(y)⟩, D̂ = ε2⟨C(y)M2(y)⟩. (22)

Portanto, da hipótese de invariância da densidade de energia efetiva, tem-se Ĉ = CM , Ĝ = GM

e D̂ = CMI+DM . Ainda, observe que ⟨C(y)L(y)⟩ = ⟨C(y)L2(y)⟩, de maneira que Ĉ = ⟨C(y)L(y)⟩.

3 Exemplo
Considere a propriedade elástica de primeira ordem

C(y) = 1 +
1

4
cos 2πy, (23)

que corresponde a uma barra microperiódica funcionalmente graduada, de maneira que a proprie-
dade efetiva correspondente é Ĉ =

√
15/4. Logo, tem-se que

dN1

dy
=

Ĉ

C(y)
− 1,

dN2

dy
= −N1(y), (24)

em que [14]

N1(y) =

 N(y), y ∈ [0, 1/2)
0, y = 1/2

N(y)− y, y ∈ (1/2, 1)
, (25)

com

N(y) =
1

π
arctan

(√
3

5
tanπy

)
− y. (26)

A Figura 1 apresenta o comportamento das propriedades efetivas dadas por (22) perante a
variação do parâmetro geométrico ε ∈ [0, 1]. Observe que as propriedades efetivas de ordem
superior são desprezáveis em presença de separação de escalas (0 < ε ≪ 1), enquanto devem ser
consideradas no comportamento efetivo quando as escalas da heterogeneidade e do meio como um
todo são da mesma ordem (ε ≲ 1).

Figura 1: Propriedades efetivas.
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4 Considerações Finais
Neste trabalho, apresentou-se a aplicação de uma metodologia de obtenção das propriedades

efetivas de ordem superior de uma barra elástica microperiódica funcionalmente graduada com
comportamentos constitutivo linear e efetivo não linear com efeitos de gradiente de segunda or-
dem. Esta metodologia é baseada na homogeneização assintótica e na invariância da densidade de
energia efetiva com relação às escalas estruturais. Ainda, foi apresentado um exemplo para ilustrar
o efeito de escala experimentalmente observado de que as propriedades efetivas de ordem superior
devem ser consideradas quando a escala da heterogeneidade é da mesma ordem que a escala do
meio como um todo, enquanto podem ser desprezadas em presença de separação de escalas estru-
turais. Finalmente, observe que a metodologia apresentada pode ser generalizada naturalmente
para modelar situações tridimensionais em que a heterogeneidade ocorre em uma direção (por
exemplo, esferas e cilindros centrossimétricos com heterogeneidade na direção radial e compósitos
laminados com lâminas funcionalmente graduadas) inclusive para casos não periódicos utilizando
a homogeneização de dois espaços.
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