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Resumo. Neste trabalho, estudamos a solugao numérica de uma equagao de onda linear bidi-
mensional com controle dinAmico na fronteira. Novas dificuldades matematicas aparecem devido
as condicoes de fronteira. Ao adicionar algum termo de viscosidade artificial, introduzimos um
problema penalizado e a boa formulagio é feita usando o método Faedo-Galerkin. Um esquema
numérico totalmente discreto é proposto usando os métodos de Elementos Finitos no espago e
Diferencgas Finitas no tempo. Ao final, uma simulagdo numeérica é apresentada.
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1 Introducao

O estudo de diferentes sistemas distribuidos com controles de fronteira dindmicos, do ponto
de vista tedrico, foi feito por muitos autores (ver por exemplo [6], [5], [12], [7] e [10]). O modelo
linear unidimensional foi desenvolvido recentemente em [4], no qual o controle de fronteira era
apenas uma funcao do tempo, enquanto neste trabalho o controle de fronteira é uma funcao de
duas variaveis e requer mais regularidade nos dados iniciais.

Na abordagem bidimensional deste trabalho (ver [3]), a estabilidade de uma membrana elastica
é tratada numericamente. Em repouso, a membrana tem uma forma semelhante a um conjunto
aberto limitado © C R? com limite I' da classe C? consistindo em uma parte fixada nao vazia Iy,
e uma parte com aro I'; tal que Io N Ty = . Um controle dindmico é efetivamente aplicado em
I"y. A vibracdo da membrana é governada pelo seguinte sistema:

ug(x,t) — Au(x,t) =0, in Qx[0,T],

u(z,t) =0 on Ty x[0,T],

N (1)
%(x,t) +&(z,t)=0 on Iy x[0,T],

&(z,t) + &(x,t) = w(x,t) on Ty x[0,T],
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com as seguintes condigoes iniciais:
U(.’E,O) = U()(.’IJ), ut(xa()) = ul(m)? r€Q and £($,0) = 60(1‘)7 HAES Fla (2)

onde £(z,t) indica o controle dindmico.

Resultados de existéncia e simulagao numérica para uma equagao hiperbolica com coeficientes
variaveis e condigoes de contorno actustico foram obtidos em [2] e [1]. Podemos recomendar as
referéncias [8] e [9] para analise numérica de sistemas hiperboélicos nao lineares.

Nosso objetivo é mostrar uma abordagem implicita totalmente discreta para a aproximacao do
sistema (1) e de sua versao penalizada usando os métodos de elementos finitos e diferengas finitas.

2 Problema penalizado

A aproximagao numeérica proposta por Tébou e Zuazua [11] é baseada no problema penalizado
que inclui uma viscosidade artificial

yie — Ayt —EAy; =0 in Qx[0,T],

ye(z,t) =0 on I,
yE

o, @)+ (w,t) =0 on Ty,

1 (@, t) +n(x,t) = yi(x,t) onTy,

com x € €2, t > 0 e as seguintes condigoes iniciais,
ye(x70> :uO(x)v y;(,’E,O) ZU1($)7 forx € @ and 776(9&0) :f()(fﬁ) for xeTlh. (4)

Denotamos por | . |, | . |1, (-,.) e (.,.)1 as normas e produtos escalares em L?(Q) e L?(T),
respectivamente. Também introduzimos os espagos Hp (€2) = {u € Hl(Q)/u|F0 =0teV={ue
H} (Q)/u,., € L*(T1)}. Multiplicando a primeira equagao de (3) por uma fungao de teste v € V' e
usando a formula de Green com as condigoes iniciais e de contorno, obtemos a forma fraca de (3).
O préximo passo é encontrar y¢(.,t) € V e n°(.,t) € L?(I'y) tais que, para todos v, w € V,

{ (1, v) + (Vy<, V) + € (Vyi, Vo) + (n° + 2§, v)r, =0,

(5)
(n;(x7t)vw)1 + (UE(Iat),w)l - (yf(z,t),w)y

2.1 Teoremas da existéncia e unicidade

Os teoremas de existéncia e unicidade para o problema original (1) e penalizado (3) sdo res-
pectivamente enunciados a seguir.

Teorema 2.1. Suponha que ug, u; € H%D(Q) N H%(Q). Entdo, para todo T > 0, o problema
original (1) tem uma solugao unica (u,&) sob as sequintes reqularidades:

1. u € LOO(07T7 H%O(Q))a 4 €7£t S LOO(OaTa LQ(Fl))mL2(07Ta LZ(Fl))a
2. up € L>(0,T, H%O(Q))7 5

u
3. Uy € LOQ(O,’I'7 LQ(Q)), 5. %({Ii7t) + §($7t) = 07 Vz e I-_‘1'

Teorema 2.2. Suponha que ug, uy € HE (Q)NH?(Q), & € L*(T'1) e Zug(z) = —&(x) para todo
x € T'y. Entao, para todo T > 0, existe uma solugdo dnica para o problema penalizado (3) sob as
sequintes regularidades:
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1. y© e L®(0,T, H} (),

e

776,775 € Xl N Yla
where X1 = L>(0,T,L?(T'))
and Y1 = HI(O,T, L2(F1)),

5. V(Vy + e2Vys) € XaN Yo,

ys € L°°(0,T, L*(Q)) N L?(0, T, H%O (),
ygt € LOO(Oa Tv LQ(Q)) N L2(07 Tv HIl‘O (Q))v

and Yo = L*(0,T, Hf (€2)),
6. yi — Ay — Ay =0
a.e. in Qx(0,7),

P
7. %(x,t) +n(t) =0, ¥z €Ty,

8. y(z,0) = up(x),
Y (z,0) = ua(z)

DOI: 10.5540/03.2025.011.01.0480

where Xo = L>=(0,T, L*(Q2)) and n(z,0) =&(z), Vrel;.

Agora, definimos a energia associada ao problema penalizado.

Definicao 2.1. A energia do problema auxiliar (8) é definida por

£0 =5 ([ (i + 195y do a4 [ car) ©)

Escolhendo v = 2y§ e 1 = (¢ + €2¢f em (5), podemos mostrar que a energia do problema
penalizado é uma funcao decrescente, ou seja, E’'(t) < 0.

3 Resultados numeéricos

Consideramos o problema (3) na forma nao homogénea,

Y — Ayt — EAy; = fe(z,y,t)  in Q% (0,T),
C(x,t) + G () — i (2, t) = g°(x, 1) in Ty > (0,7),
ye(z,t) =0 onTy, (7)

a €

—y(z,t) + ((x,t) =0 onTy,

Sy () + () 1
onde f€ e g¢ sao forgas externas suficientemente regulares e sao introduzidas para validar o problema
em uma abordagem numeérica. Assim, a formulagao variacional em (5) torna-se

{ (Vi v) + (Vy©, Vo) + € (Vyg, Vo) + (¢ + ¢, ), = (f0),
(Ct€7’¢) (ytv ) (C 11[})1—‘1 = ( 7U))F1'
Sejam V,,,, e Z,,, os subespagos gerados por {wy,wa, ..., wnm,} € {21, 22, ..., Zm, }, respectiva-

mente, onde {wl} ©, e {2}52, sdo bases ortogonais suaves para V e Z = L*(T'1), respectivamente.
Procuramos por

(8)

y" (w1, w2, t Zdzm wi(z1, @2), ("(21,t Zszm zi(21, ), (9)

satisfazendo (8), Vv € V., V¢ € Z,,. Observe que x9, em (9) é um ponto fixo zg, no limite I'y.
Substituindo (9) em (8), tomando v = wj, ¥ = z; e definindo as matrizes como

Aij = (wiij)§ B;j = (sz’ij) Ly;; = (Zz,wj)l“m Loij = (ZZvZJ)Fu Ls;j = (wuz])l“u (10)
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obtemos o seguinte sistema de equagoes diferenciais ordinérias:
{ Ad'"(t) + €2Bd'(t) + Bd(t) + 2LTs'(t) + LTs(t) = F(t), Vte[0,T],

(11)
Los'(t) + Los(t) — LTd'(t) = G(t), ¥t € [0,T).

3.1 Esquema numérico totalmente discreto

Aqui, mostramos o desenvolvimento de um esquema numérico totalmente discreto usando ele-
mentos finitos e diferencas finitas para (11). O intervalo [0,77] é uniformemente dividido em N
subintervalos de tamanho At = T/N. Entdo, t, = nAt, paran =0,1,--- ,N e d"” = d(-,t,). A
primeira e a segunda derivadas no tempo t serao aproximadas pelas diferencas central e progressiva
dadas respectivamente por

1 1
d’m = 7(dn+1 —oq" dnfl)_ dm = 7(dn+1 o dn) 12
A + ; X, (12)

Tomando t = t,, em (11);, substituindo as aproximacoes e multiplicando por At?, obtemos o
seguinte método iterativo:

Rid"! = —Rod™ — Ryd™ ™! — Rys" ! — Rgs™ + A2 FHL, (13)
onde d° = Phug, d* = d° + AtPMuy, s° = P&y e as matrizes sdo definidas por
Ry = A+ At(e€® + At)B; Ry = —2A — Até?B; Rz = A; Ry = At(e2 + At)LT; Rs = —At?LT.

Analogamente, tomando ¢t = ¢, em (11)9, substituindo as aproximagoes, multiplicando por At
e organizando os termos, obtemos

Res" ™ = —Rys™ — Red™ — Ryd™ + AtG™ 1, (14)
onde Rg = (14 At)Lo; Ry = —Lo; Ry = —LY; Ry = LY. Assim, multiplicando (14) por Rg ',
temos

" = —RgMR7s™ — Ry 'Rgd™ — R5'Rod™ + AtR;'G™ T, (15)

Substituindo (15) em (13) e organizando os termos, obtemos
Rid" = —Rod™ — Ryd" ' — Rys"™ — RsG™ 1 + A2F 1, (16)
onde
C = AtLTR;Y; D=ECLY + AtCLY; Ry = A+ Ate?B 4+ At*B + D; Ry = —2A — Ate®B — D;
Rs = A; Ry = ECLy + AtCLy — At?LT; Rs = —(2AtC + AL AtRg )G,
Usando as condigoes iniciais d° = y¢(z1, 22, 0), s° = (¢(z1,0), e as aproximagoes de Taylor
d' = d° 4 Atyf(x1, 20,0) + At?yS, (21, 12,0); st = Y + At¢E(21,0), (17)

onde y§(x1,22,0) é dado pelas condigbes iniciais, enquanto ys,(r1,x2,0) e (f(x1,0) sdo obtidos
fazendo t = 0 em (7)1 e (7)2, respectivamente. Assim, obtemos d? tomando n = 1 em (16),

RldQ = —Rgdl — R3d0 — F}481 — R5G2 + At2F?. (18)
A seguir, podemos calcular s tomando n = 1 em (14),
R¢s? = —Rys' — Rgd® — Rod* + AtG>. (19)

Como os valores de d? e s? sao conhecidos, podemos calcular as préximas iteracdes para n =

2,3, ..., N usando as equagoes (16) e (14) nesta ordem.
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3.2 Estimativas de erro para o esquema numérico totalmente discreto

Os teoremas a seguir estabelecem respectivamente as estimativas de erro para os problemas
discretos penalizado (3) e original (1). Eles estimam a diferenca entre as solugdes analitica e
numérica dos respectivos problemas.

Teorema 3.1. Sob as hipdteses do teorema (2.2) e se y € X NY, onde X = H3(0,T, L*(Q)) e
Y = W2(0,T, H3(Q)), ¢ € H2(0,T, H2(Q)) N WL>(0, T, H2(Q)), entio
[yelta) = 9" + Vy(tn) = V"2 + (1 +B2)[C(t) = ¢ < O (2 + (A1)2).

Teorema 3.2. Seja u(z,t) a solugdo analitica do problema (1) e y™(x) a solugdo numérica do
problema (11). Se ug, wy € Hp (Q) N H?*(Q), & € L*(T'1) e usamos as mesmas hipdteses do
teorema (3.1), a ordem de convergéncia é dada por:

[ue(tn) = 5" + [Vu(ta) = Vy" 2+ (1 + B2)[E(ta) = "l < C (12 + (A0)?).

(20)

(21)

3.3 Simulacao numérica

No nosso experimento, consideramos t € [0, 1], Q
veis x1 e To e as limitagoes

(1) = {(21,0) € 00 0 <y <1},
(3) = {(x1,1) € 92; 0 <y <1},

onde Ty =(2)U3)U(4), T
yi(z1, 22) = —sin(rz1)(z 2—1)

=]0, 1[x]0, 1] para o plano espacial nas varié-

(2) = {(L, 2
(4) = {(0,22) € 0% 0 < 2y < 1),

) €0Q; 0 <y <1},

= (1) e os dados iniciais y§(x1,r2) = sin(mz1)(z2 — 1)3,
¢5(x1) = —uog, (1) = 3sin(mzy).

3.3.1 Problema nao homogéneo

Sejam
Yo (x1,20,t) = sin(mz1) (2 — 1)%e™" e
A Tabela 1 mostra os erros e as ordens de convergéncia correspondentes as varidveis nas normas
L>(0,T; L3(2)) e L*(0,T; L?(T'1)), respectivamente, tomando At = Ax; = Azs. A ordem de
convergéncia p &~ 1 corrobora o Teorema 3.1. A Tabela 2 mostra os erros tomando At = (Ax;)? =
(Axs)?. Agora, a ordem de convergéncia é quadratica, ou seja, p ~ 2, resultado que também esta
de acordo com o Teorema 3.1.

C“(w1,t) = 3sin(rzy)e "

Tabela 1: Erros e ordens de convergéncia - Problema penalizado nao homogéneo: At = Az; = Axs.
At = Az; = Azs Ey E( Dy P¢
2-6 0.001894 | 0.006042 | 0.865890 | 0.933758
27 0.000993 | 0.003091 | 0.930724 | 0.967119
28 0.000509 | 0.001563 | 0.964476 | 0.983605
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3.3.2 Problema homogéneo

Para os respectivos problemas homogéneos original (1) e penalizado (3), temos f(z1,22,t) =0,
g(x1,t) =0e f(x1,22,t) =0, g°(x1,t) = 0. Como as solugoes exatas sdo desconhecidas, apenas
exibimos os graficos. Os gréficos do problema original sao mostrados na Figura 1, onde a malha
foi obtida em At = 1/4096.
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Tabela 2: Erros e ordens de convergéncia - Problema penalizado ndo homogéneo: At = (Ax1)? = (Azz)?

A!L‘l = ACL‘Q At Ey EC Py D¢
273 2= 10.003181 | 0.006047 | 1.525002 | 1.556903
214 278 [ 0.014386 | 0.040869 | 1.869081 | 1.877483
275 27101°0.000223 | 0.000420 | 1.967587 | 1.968779

y o 0

(a) u™(x1,x2,0.5)

(b) fm(xla t)

Figura 1: Problema original homogéneo: At = (Az1)? = (Axy)? = 1/4096.

3.3.3 Energy decay

A Figura 2 mostra dois graficos: um deles representa o logaritmo neperiano da funcao de decai-
mento de energia, ou seja, In(E(t)), e o outro é obtido usando o método dos minimos quadrados,

onde determinamos o logaritmo neperiano da fungao exponencial que melhor se ajusta & reta para
0 mesmo conjunto de pontos.

. .
—Efh)
—— 1" E(0) " expi-15 " 1))
T
10% N
e ™
-~
e
S
10!
-
‘-7.'-“"'%.»
=
.
e
=
102
05 1 15 2 25
Time

Figura 2: Grafico de In(E(t)) e a melhor reta de ajuste para o decaimento exponencial.
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