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Resumo. Neste trabalho é apresentado um método Lagrangiano Euleriano para leis de conservação
hiperbólica para domínios espaciais de três dimensões, baseado no conceito das no-flow curves [1,
2]. Uma primeira validação do método é realizada por meio da comparação de um recorte dos
resultados obtidos no domínio tridimensional com um caso unidimensional compatível, verificando
que o comportamento da solução numérica corresponde qualitativamente à solução dos problemas
propostos. Além disso, a escalabilidade do método para resolução utilizando vários processadores
(cores) é avaliada por meio de uma implementação paralela utilizando FORTRAN-MPI, verificando
a medida de speedup relativo do código, indicando boa escalabilidade do método.

Palavras-chave. Leis de conservação hiperbólica em 3D, Método Lagrangiano-Euleriano Total-
mente Discreto, Curvas Tridimensionais No-Flow, Implementação paralela Fortran-MPI

1 Introdução
Neste trabalho considera-se o problema de aproximar resultados para leis de conservação hi-

perbólicas em domínios tridimensionais, utilizando discretizações do domínio espacial em cubos ou
tetraedros. O modelo de lei de conservação hiperbólico [1, 2, 5],{

ut(t,x) +∇ · f(u(t,x)) = 0, (t,x) ∈ R+ × Ω, Ω ⊆ Rd

u(0,x) = u0(x), x ∈ Ω
, (1)

com u : R+ × Rd → Rm, f : Rm → Rm×d, f ∈ C1(Ω) e u0 ∈ L∞(Ω), pode ser encontrado numa
série de problemas de engenharia e física, nos quais a grandeza estudada se desloca por meio de
advecção ou convecção [3].

Utilizando o framework Lagrangiano-Euleriano e o conceito de no-flow curves, introduzido em
[2], um novo esquema totalmente discreto é apresentado para domínios tridimensionais utilizando
malhas de cubos (ou paralelepípedos) e tetraedros, estendendo as formulações já apresentadas para
malhas triangulares [1].

2 Método Lagrangiano-Euleriano 3D Totalmente Discreto
Consideremos uma discretização do domínio Ω ∈ R3 em elementos cúbicos ou tetraédricos.

Para cada elemento K, denotamos por |K| o volume do elemento (cubo ou tetraedro), N(K) o
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conjunto de seus vizinhos e, para cada L ∈ N(K), |K|L| a área da interface entre os elementos K
e L e nKL o vetor normal à interface entre os elementos, apontando de K para L.

Para construção do Método Lagrangiano-Euleriano 3D Totalmente Discreto, tanto em malhas
de cubos como em malhas de tetraedros, seguindo o mesmo processo utilizado em [1] e detalhado
em [6], obtemos assim uma extensão para uma nova formulação 3D

un+1
K = un

K − ∆t

|K|
∑

L∈N(K)

F (un
K , un

L, nK|L)|K|L|, (2)

com

F (un
K , un

L, nKL) =
1

2

(
f(un

K) + f(un
L)
)
· nKL + sup

u,K,L

∣∣∣∣∣ f(u)u
· nKL

∣∣∣∣∣(un
K − un

L). (3)

Note que, enquanto o esquema obtido, a equação (2), assemelha-se a um esquema numérico
típico para leis de conservação, o fluxo numérico proveniente da formulação Lagrangiana-Euleriana,
equação (3), apresenta uma inovação: o uso das no-flow curves, representadas pelas quantias f(u)

u ,
as quais, no contexto do framework Lagrangiano-Euleriano, conforme [2], tem-se ∆x

∆t ∝ O( f(u)u )
providenciando naturalmente um possível coeficiente anti-difusivo para o esquema (mais detalha-
damente explorado em [1, 2]).

3 Comparação Com o Caso 1D
Conforme [1, 2], o método Lagrangiano-Euleriano apresenta uma boa aproximação para uma

variedade de casos e condições iniciais, incluindo sistemas de equações hiperbólicas. Como primeiro
benchmark para o método apresentado, dois modelos de equações hiperbólicas clássicas foram
escolhidas de maneira a abordar casos com diferentes propriedades na função de fluxo. A Equação
de Advecção Linear, que apresenta uma função de fluxo linear, e a Equação de Burgers, que possui
uma função de fluxo de envelope convexo (para detalhes, ver [3, 5]).

Uma vez que os resultados em 3D são de difícil visualização, será realizada uma comparação
com a solução da equação no caso unidimensional (ver configuração na Figura 1(b) e (c)), de modo
a promover uma análise qualitativa do comportamento da solução dentro do domínio 3D.

Para tal propósito, deve-se notar que, tomando uma linha dentro do domínio 3D que esteja
alinhada à direção da função de fluxo, o comportamento da solução 3D nessa linha é comparável
à solução de um problema 1D num domínio compatível.

Nessa comparação, o fluxo será tomado com mesma intensidade em cada eixo, e a linha do
domínio utilizada será a diagonal principal do domínio, isto é, os pontos onde x1 = x2 = x3, como
ilustrado na Figura 1(d).

Figura 1: Exemplo de domínio 3D (a), subdivisão em cubos (b), subdivisão em tetraedros (c) e a linha
onde serão avaliados os valores para comparação com o caso 1D (d). Fonte: os autores.
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Serão utilizadas malhas de cubos com 128× 128× 128 elementos (isto é, subdivididas em 128
elementos em cada eixo), 256 × 256 × 256, 512 × 512 × 512 e 1024 × 1024 × 1024. As malhas de
tetraedros utilizam a mesma estrutura da malha de cubos, porém cada elemento cubico é subdivi-
dido em seis tetraedros. Note que a malha de tetraedros não possuirá um elemento exatamente na
diagonal. Nesse caso, é utilizada a média dos valores dos seis tetraedros que formam o elemento
cúbico da diagonal.

Além disso, para este experimento, a seguinte condição CFL será utilizada [1, 2]:

∆t

dK,L
sup
u,K,L

∣∣∣∣∣ f(u)u
· nK|L

∣∣∣∣∣ ≤ 1

8
∀u ∈ R. (4)

Um código FORTRAN-MPI foi desenvolvido para resolver os problemas escolhidos utilizando o
esquema (2) com o fluxo numérico (3). O código utiliza o paradigma MPI [10] para paralelismo, e
os exemplos foram executados nos nós de computação B710 do supercomputador Santos Dumont,
do Laboratório Nacional de Computação Cientifica (LNCC) [8].

3.1 Equação de Advecção Linear
A Equação de Advecção Linear, utilizada para descrever o transporte de uma grandeza pelo

movimento do fluido no qual ela está inserida, é dada pela equação (1) com a função de fluxo
f : R → R3 definida por

f(u) = (u, u, u). (5)

A equação (1) será resolvida sobre o domínio (t,x) ∈ [0 1] × Ω, Ω = [−5 5]3, tomando como
condição inicial a função u0 : Ω → R dada por

u0(x) = exp

(
−
( (x1 − 0)2

4
+

(x2 − 0)2

4
+

(x3 − 0)2

4

))
. (6)

Na diagonal principal, esse problema pode ser comparado ao caso 1D onde u : R+ × R → R é
a solução do PVI

vt + g(v)x = 0, (t, x) ∈ [0 1]× [−5
√
3 5

√
3],

g(v) = v
√
3, v ∈ R,

v0(x) = exp

(
−
(

(x−0)2

4

))
, x ∈ [−5

√
3 5

√
3].

(7)

3.2 Equação de Burgers Invíscida
A Equação de Burgers Invíscida, que pode ser considerada um protótipo para leis de conservação

que produzem descontinuidades, pode ser escrita pela equação (1) em conjunto com a função de
fluxo f : R → R3 dada por

f(u) =

(
u2

2
,
u2

2
,
u2

2

)
. (8)

A mesma condição inicial (6) e domínio do problema anterior serão utilizados neste caso. Assim,
o problema 1D compatível será o PVI escrito como{

vt + g(v)x = 0, (t, x) ∈ [0 2]× [−5
√
3 5

√
3],

g(v) = v2

2

√
3, v ∈ R,

(9)
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com o mesmo dado inicial (6) e (t,x) ∈ [0 2]× Ω, Ω = [−5 5]3.
Apesar da aparente simplicidade, a Equação de Burgers (e sua versão invíscida) pode ser obtida

por meio de uma simplificação da Equação de Navier-Stokes, a saber, a equação de momento com
a remoção do termo de pressão. O modelo de Burgers é fundamental em turbulência e aparece em
diversas aplicações interessantes de física, matemática e engenharia devido aos recentes progressos
no nível computacional e experimental; para maiores detalhes, ver, e.g., as referências clássicas
neste tema, considerando os aspectos unificados: teoria, computacional e aplicações não triviais [4,
7].

3.3 Resultados da Comparação com o Caso 1D

Observa-se na Figura 2 que o comportamento do método Lagrangiano-Euleriano 3D Totalmente
Discreto dentro do domínio tridimensional é qualitativamente semelhante ao caso 1D equivalente,
tanto na Equação de Advecção Linear quanto na Equação de Burgers Invíscida, amplamente uti-
lizada em mecânica dos fluidos.

Figura 2: Comportamento das soluções na diagonal principal do domínio em várias malhas. A solução
exata paramétrica do caso 1D compatível foi obtido conforme [5]. Fonte: os autores.

Deve-se ressaltar que os resultados exibidos na Figura 2 foram obtidos coletando os valores
da diagonal principal dentro de um domínio 3D após uma simulação em três dimensões. Assim,
apesar de todas as dinâmicas ocorrerem nos três eixos espaciais, a semelhança qualitativa esperada
com o resultado 1D é mantida pelo método, com melhoria a cada refinamento de malha.

Além disso, os dois casos foram resolvidos utilizando o mesmo código, sem qualquer alteração,
isto é, por meio da aplicação direta do método (2) com o fluxo numérico (3), submetidos a condição
CFL (4), indicando assim que outros modelos hiperbólicos e outras condições iniciais podem ser
aproximadas pelo mesmo método.
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4 Estudo de Paralelismo e Escalabilidade
Para problemas tridimensionais, a medida que a malha computacional é refinada, o número de

elementos a serem calculados aumenta muito rapidamente. Nos casos apresentados anteriormente,
a malha 1024 × 1024 × 1024 de cubos contém mais de 1 bilhão de elementos, ao passo que a de
tetraedros possui mais de 6 bilhões. Isso implica um grande gasto de tempo computacional para
resolução do esquema, além de alta capacidade de memória para armazenar os resultados. Desta
maneira, para garantir a aplicabilidade do esquema, faz-se necessário verificar sua escalabilidade
para uso de múltiplos processadores.

Neste estudo, a escalabilidade será avaliada por meio do speedup relativo, como definido em [9].
Serão utilizados os mesmos problemas teste anteriores, com a malha 1024× 1024× 1024, tanto

para cubos como para tetraedros. Entretanto, em vez de fixar um tempo final tf para cada caso,
a simulação irá executar 1000 passos no tempo e encerrar. O tempo de execução será medido para
o programa utilizando 32, 64, 128, 256, 512 e 1024 processadores (cores).

Conforme [9], o speedup relativo a 32 processadores (SN ) será obtido por

SN = 32
T32

TN
(10)

no qual T32 é o tempo computacional utilizando 32 processadores, e TN o tempo utilizando N
processadores. Note que o resultado é multiplicado por 32 apenas para facilitar a interpretação do
valor obtido, sendo que, de tal forma, N torna-se o valor ideal para o resultado.

Os experimentos foram executados nos nós de computação B710 do supercomputador Santos
Dumont, do Laboratório Nacional de Computação Científica (LNCC) [8], recorrendo-se ao mesmo
código FORTRAN utilizado na comparação com caso 1D.

4.1 Resultados de Escalabilidade
Os resultados de escalabilidade estão apresentados nas Tabelas 1 e 2. Além disso, os valores de

speedup também estão ilustrados na Figura 3.

Tabela 1: Tempo de execução (hh:mm:ss) e speedup relativo para Equação da Advecção Linear.
Cores Tempo (Cubos) Speedup (Cubos) Tempo (Tetras) Speedup (Tetras)

32 01:00:09 32.00 08:51:28 32.00
64 00:34:55 55.10 04:29:32 63.09
128 00:17:41 108.80 02:17:34 123.62
256 00:08:56 215.12 01:08:33 248.08
512 00:04:25 435.24 00:34:19 495.52
1024 00:02:14 857.54 00:17:18 982.22

Tabela 2: Tempo de execução (hh:mm:ss) e speedup relativo para Equação de Burgers.
Cores Tempo (Cubos) Speedup (Cubos) Tempo (Tetras) Speedup (Tetras)

32 01:44:00 32.00 16:37:24 32.00
64 00:44:20 75.05 08:21:00 63.70
128 00:25:49 128.89 04:17:37 123.89
256 00:13:01 255.36 01:49:51 290.51
512 00:06:30 511.94 01:04:00 498.63
1024 00:03:19 1003.27 00:32:03 995.63
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Figura 3: Speedup relativo dos casos avaliados. A linha de referência indica o speedup perfeito. Resultados
acima da referência indicam uma escalabilidade superlinear enquanto abaixo representam escalabilidade
sublinear. Os gráficos são apresentados numa escala log x log. Fonte: os autores.

Conforme apontado pelos resultados, principalmente aqueles observados na Figura 3, o método
Lagrangiano-Euleriano 3D Totalmente Discreto escala eficientemente com o número de processa-
dores disponíveis, apresentando um crescimento próximo ao linear em todos os problemas teste.

5 Considerações Finais

O método Lagrangiano-Euleriano, como visto em [1, 2] apresenta várias vantagens em relação
a outros métodos para problemas hiperbólicos, entre elas a ausência da necessidade de calcular
autovalores ou resolver problemas de Riemman. No presente trabalho, verifica-se que extensão di-
reta do método para 3D em sua forma totalmente discreta mantém qualitativamente a capacidade
de resolver problemas de leis hiperbólicas, com evidências de que o refinamento de malha reduz o
erro relativo da solução. Com isso, outros benchmarks estão sendo propostos, como a Equação de
Buckley-Leverett, que apresenta envelope não-convexo, e casos multi-D para sistemas [6]. Além
disso, a implementação FORTRAN-MPI do método mostra boa escalabilidade para múltiplos pro-
cessadores, viabilizando seu uso prático em malhas finas para aplicação em problemas reais de
grande porte como, por exemplo, em dinâmica dos fluidos [1, 5].

Assim, o prospecto de uma análise mais aprofundada do método Lagrangiano-Euleriano 3D
Totalmente Discreto, em conjunto com sua formulação Semi Discreta e respectiva análise e valida-
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ção, como vem sendo realizado em [6], demonstra-se relevante, indicando que as propriedades das
formulações 1D e 2D se mantenham para o caso 3D.
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