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Resumo. Neste trabalho, primeiro investigamos a condi¢cdo de compacidade de Palais-Smale do
funcional @g’“ no espago -fracionario Hz(g)w (€2). Nesse sentido, através do teorema do Passo da
Montanha, investigamos a existéncia de solugoes fracas para uma nova classe de equacGes diferenciais
fracionarias do tipo m(§)-Kirchhoff.
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1 Introducao

Os problemas do tipo Kirchhoff foram motivados por problemas de fisica, a saber, relacionados
a processos de difusdo. O modelo original de Kirchhoff foi utilizado para estudar os problemas
no caso unidimensional [4]. Nesse sentido, ao longo dos anos, problemas do tipo Kirchhoff tém
chamado a atengao. Destacamos a combinagao de problemas do tipo Kirchhoff com o operador p(x)-
Laplaciano e a versao estacionaria da equagao de Kirchhoff do tipo onda [1]. Por outro lado, temos
derivadas fracionarias que também sdo usadas para discutir problemas Laplacianos [2]. A grande
maioria dessas derivadas fracionarias estd bem estabelecida. Contudo, nao é uma tarefa simples
e trivial escolher uma determinada derivada fracionaria para formular e discutir propriedades de
solugoes de equagoes do tipo p(x)-Laplaciano. Uma forma de superar este problema é propor
operadores mais gerais onde os existentes na literatura sejam casos particulares. Neste sentido,
Sousa e Oliveira propuseram o operador fracionario ¥-Hilfer [7].

Neste presente trabalho, vamos considerar uma nova classe de problemas fracionarios nao locais
do tipo m(§)-Kirchhoff dado por

. | m(E)—2 .
Mg ([ogeee] " D5 o) < Nom O 25 46 0) om0
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onde

M(t) b/ 1 o7 “'%‘m@dg >b>0 2)

=a-— ) , @
o m(§) ot -
com a e b constantes, ) := (0,7) x (0,T) dominio limitado suave, m € C(Q), A parametro real e g
fungio contfmua. Além disso, DF " (-) e D5 “(.) sdo as derivadas parciais fracionarias ¢-Hilfer
a direita e a esquerda de ordem 0 < @ < 1 e tipo 0 <y < 1, respectivamente e wm(§) < 2.
Suponha que a nao linearidade g(§,t) € C(€2 x R) satisfaz as seguintes condigdes:
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(g1) condicdo de crescimento subcritico |g(€,s)| < C(1 + |s|2©)~1), para todo (£,s) € Q x R,

onde € > 0 ¢ m(€) < q(€) < m*(€) = 72,

(92) lim,_.o % = 0;

(g3) existem s4 >0ef € (m*, 2(21)2) tal que 0 < 0G(E, s) < sg(&,s), paratodo |s| > sa, €€
Q, onde G(&,5) = /
0

O principal objetivo deste trabalho é investigar a prova do seguinte teorema:

S

g(&,t)dt.

Theorem 1.1. Suponha que a funcio q € C(Q) satisfaca
L<m™ <m(&) <m® <2m™ < q < q(&) <m*(€). (3)

Entao, YA € R e com as condigoes (g1)-(gs) satisfeitas, o Problema 1 tem uma solugdo fraca nao
trivial.
2 Operadores Fracionarios e Estrutura Variacional

Seja © um dominio limitado de R%. Denote C () = {m(£);m(£) € C(), m(£¢) > 1 para todo £ €

Q} e m™ = infgm(€) <m(&) < mt = supg m(€) < 2. Para qualquer m € Cy(Q), introduzimos o
espago de Lebesgue de expoente variavel

2m0(Q) = {w ¢ mensurével e /Q |$(€)[™ S dg < oo}

com a norma de Luxemburgo

m"““) st < 1}.
W

|l gmee) = @l = inf {u >0: /Q

Sejam 0 < w < 1e0 < pu <1. Sejatambém A = I x Iy onde I; = (0,L] e Io = (0,T], com T, L
constantes positivas. Considere também que (-) seja uma fun¢do monoétona, crescente e positiva
em [, com derivada continua ¢’(-) em I5. Além disso, sejam ¢, 1 € C™(A) duas fungdes tais que
1 & crescente e 9’ (£2) # 0 com & € I>. As derivadas fracionérias parciais ¢-Hilfer de ¢ € AC™(A)
de ordem @ e tipo p, sdo definidas por [7, 8]

. W(l—wo 1 a — —w
DIV (&, &) = T )’w<¢,(§2)8€2>1&”“ (€, E)

@i e T R S S 2 W SR IG B )
DT P(&1,62) =T ( &) 8§2>IT ! #(&1,62),

com &1 € I, onde Iow_;wqﬁ(fl,fg) e I?’wqﬁ(&,&) sao as integrais fracionarias 1-Riemann-Liouville
de ¢ € L(A) de ordem @ (0 < @ < 1) [7, 8].
O espago t-fracionério com expoente variavel é definido por [5, 6] como

HIU () = {0 Q CR2 > Rig € 270(Q), |95 9| € 270(0)}

’@www

equipado com a norma ||@||,=.umv = ||B|lme) + || Doy QSH .
m(€) m(€)

Os espagos 2™ (Q) e HZ(Z)w () sdo considerados Banach, separaveis e reflexivos [5, 6].
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Proposicao 2.1. [5, 6] Para m,q € C4 () tais que 1 < q(&) < m%(€) para todo & € Q, existe

uma imersao continua H:(g)w(ﬂ) — 219)(Q). Se substituirmos < por <, a imersio ¢ completa.

Lemma 2.1. [5] Denote A(¢) :/ ‘”D ’“wqb‘ d§ para todo ¢ € H (/g)w( ). Entdo

o |m(E)—2
A(g) € C! (’H "g)w(Q),R), (A'(¢),v) = /Q‘Qof’wqb‘ ””pd) Doyt Yy de, para todo
¢,v € /HZ(’E;ZJ( ) e A" é uma aplicagao do tipo Sy, ou seja, ¢, — ¢ elimsup (A'(¢n), ¢n — @) <0,

implica ¢n, — ¢ em Hz(g)w (Q).

Definition 2.1. Dizemos que ¢ € ’Hm’(*g)w(Q) € uma solugdo fraca do Problema 1 se

(=0 g s o] ) [ o5ese] " w50 20
om
A [ Jol©- wdf:/gg(s,qw o de, weﬂz;’g;‘”m).

O funcional energia 7" : ’HZ(‘g)w — R associado ao Problema 1

OTH(¢) = a/szmtf)‘ wu%’ me) 2(/97&0‘ ij)‘ >2
3| g el Qas— [ ate.opae

para todo ¢ € H ’é)w (©2) esta bem definido e ¢ de classe C* em H ’“#(Q). Além disso, temos

<(@Z’”)'<¢>7¢> (a—b \@w’“%\ dg) | o5+ " o D pde

_ )\/QW)\ - ¢>sod€—/ﬂg(£,¢)s0d£

quaisquer que sejam ¢, ¢ € HZ&f Assim, podemos observar que os pontos criticos do funcional

@w"“ sao as solugoes fracas para o Problema 1. Para simplificar a apresentacao, denotaremos a

7;Hl)

norma em H 3% por || - || ao invés de [|@]| = -
m(€)

3 Principais Resultados

Antes de investigar o principal resultado, vamos apresentar uma abordagem sobre condi¢ao de
compacidade de Palais-Smale em 7/ w(Q)

Definition 3.1. Seja (Hz(g)w(QL Il - ||) um espago de Banach e @7" € Cl(Hw(g)w(Q)). Dado

c € R, dizemos que @w’“ satisfaz a condi¢ao de Palais—Smale no mvel c € R (PS). se qualquer
sequéncia {¢p} € H ’”w(Q) satisfazendo

07" (¢n) —ce (@Z’”)I (¢n) — 0 em (Hz(‘g)w(ﬁ))* semn — 0o (4)

tem uma subsequéncia convergente.

DOI: 10.5540/03.2025.011.01.0394 010394-3 © 2025 SBMAC


http://dx.doi.org/10.5540/03.2025.011.01.0394

Proceeding Series of the Brazilian Society of Computational and Applied Mathematics. v. 11, n. 1, 2025.

2
Lemma 3.1. Se (g1)-(g3) valem. Entdo o funcional © 7", satisfaz a condicio (PS)., com c < %

Demonstrag¢do. Passo 1: Vamos mostrar que {¢,} ¢ limitada em #H "“p(Q). Seja {¢pn} C

2
. a L. . . .
’HZ(‘;)w (©2) uma sequéncia (PS), tal que ¢ < —. A prova é feita para dois casos. No primeiro

2b

caso, para A < 0, segue de (3) e (4) que ¢,, é limitada em ’Hz(g)lﬂ(ﬂ)

Faremos por contradigao o caso A > 0. Entao, assumimos que, passando a uma subsequéncia
ainda denotada por {¢,}, se necessario, temos ||¢, || — +00 se n — o0o. Usando (4) e a condicdo
(g93), para n suficientemente grande, temos

0 + 0 - —0 1 _
€+ lonll 430 (A = 1) loul™ 20 (e = 1) ol +0 (505 + ) Il

Dividindo a desigualdade acima por ||¢,[™ ", levando em conta que vale (3) e passando ao
limite com n — oo, temos

c 0
lim ————+ lim |6, +AC (_—1) lim 1
n—> o0 m

n—soo ||(;S H n—soo

0 : m~—mt —0 1 : 2m~ —m™t
> a(m+—1> im || +b<2(m)2+m+> i on|| ,

o que nos da uma contradigdo. Segue entao que ¢,, ¢ limitada em ’Hm(‘g)w(ﬂ).

Passo 2: ¢,, tem uma subsequéncia convergente em H_ ' IZ’(Q)

m(€)
Da Proposigao 2.1 segue que a imersao Hz(‘g;ﬂ( ) = £5©)(Q) é compacta, onde 1 < s(£) <

m’ (£). Passando, se necessario a uma subsequéncia (sem perda de generalidade), existe ¢ €

’HZ(’g)w (Q), tal que

b = ¢ em HI 5V (Q), ¢ — ¢ em L°O(Q), $,(¢) = $(£) q.t.p. em Q. (5)

Usando a desigualdade de Holder e (5), temos que

lim / 16O 726, (6, — $)dt = 0. (6)

n——aoQ

Usando as condigoes (g1) e (g2), para todo € € (0,1), existe C. > 0 tal que

19(6, 6n) < Ce(L+[6|" @) < e]dn|™ 7" + Cc |7 (7)

Usando (7) e Proposigao 2.1 segue que

‘/ (&, én)bn(dn — & d&‘ | €lén ™©" g, — ¢\d§+/0 160 @ 7 |6, — @l dE.

Usando a desigualdade de Holder mais uma vez, e tomando o limite n — co temos

n—oQ
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5
Entéao, por (4) temos <((~)Z’”)/ (Dn), O — ¢> — 0. Portanto
m(€) . m(§)—2 . .
(o0 i \@0 | ae) [ [orrton] " 05 0, 05 6,01
- A [ 16 W“ b (00 = 0) dE = [ 9(6.6,) (00 = 6) dE —0, )

Substituindo (6) e (8) em (9), temos

<ab/ ‘@W%n dg)/ ’@“W .

Como {¢,} é limitada em H= ¥ (Q) passando, se necessario a uma subsequéncia (sem perda
de generalidade), podemos assumir que /

m(§)
L ‘ vltﬂ#¢ ™)
o m(§) "
Caso 1: Se tp = 0 entao {¢,,} converge fortemente para ¢ = 0 em ’Hm’(’g)w(Q) e a prova esta
terminada.
Caso 2: Se ty > 0 devemos considerar dois subcasos:

Subcaso 1: Se to # a/b entdo a — b/ 1 ’gw,m% m(e)
' ’ o m(§) o+ "

m(§)—2 DT ‘“’”d)n b ¢(¢n —¢)d¢ — 0. (10)

dé — ty > 0 quando n — .

d¢ - 0. Nesse sentido, nao existe

) 1 o, |6
uma subsequéncia de ya —b [ —— ‘@0 +7“ Fon

d¢ — O} convergindo para zero. Portanto,

m(€)

existe § > 0 tal que |a — b/ "DO ’“’w(bn df‘ > ¢ > 0, quando n é suficientemente grande.

L o v, |™© o
Entao, é claro que - bn dé — 07 é limitada.

- v, |™©
Subcaso 2: Se tg = a/b entao a — b ‘@0 Y by d¢ — 0.
Qm
1
Definimos ¢(¢) = )\/ ) ™) de +/ G(&, ¢)d§, para todo ¢ € Hw&)w( ).
Qm
Entao (¢'(¢),v) = A [, \¢|m(5) 2 pude — Jo 9(&, @) v d€ para todos ¢,v € HZ(Z;Z’( ).
Segue que

(¢ () = ¢/(9),0) = A /Q (16al™ 72 g0 = 1™ 9) vdg - /Q (9(&, dn) — 9(&.0)) v

Para completar a prova, usaremos o seguinte lema.

Lemma 3.2. Sejam ¢,, ¢ € Hm(’é Iz}( ) tais que (5) vale. Entdo, passando a uma subsequéncia,

se mecessdrio, valem as sequintes propriedades:

1 tim [ (16" 6 — |0
Q

lim /|g5¢>n — g(€.6)| o] de = 0;

8. (@' (dn) = ' (9),0) — 0, v € HIIE(Q).
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Demonstragdo. De fato, usando (5), temos ¢,, — ¢ € Z™)(Q) o que implica que |, ‘m(f bn —
m(€)
|¢|m(§)_2 ¢ em EGE (©). Usando a desigualdade de Holder, segue que

(1™ 2 0102 6) te] < Cl0a"O 20, 101" Ly ol —0

m(§)—1

quando n — oco. Por outro lado, modifiando a prova acima, temos
[ a2 6, = 1617972 o el
< [ e a0 60 = 0m€2) €. (a7 16707 )] folds — 0.
Q

Finalmente, o item 3 é a combinagao dos itens 1 e 2. Consequentemente,
"ho) — _ m(€)-2 | m()-2 oy
I6/60) = O D gy = A [ (0707 60 = 161707 0) (41 (60) — /(00 e
= [ (00600 = 9(6.0) (#(6) = () dE — 0

e ' (dn) — ¢'(9). O

Usando o Lema 3.2, temos

((Ez) @r0) = (o= [ gy foEese] ac) [ [oreo ™ oo oo

- ((9),v)
<(@§’“)/(¢),¢> —s0e <a—b ]@ v*‘%’m(&)dg) 5 0, temos ¢ (¢n) — 0, n —
00, ou seja, {p'(¢),v) = )\/ \¢|m(€) 2¢U dg§ +/ g(§,¢)v d§, para todo v € ’Hm’(’;; (). Por-
Q

tanto, usando o lema fundamental do método variacional, temos A \¢|m(§) 20(8) + g(&,0(9)) =
0 para q.t. £ € Q. Segue que ¢ = 0. Entao

1 m 1 m
)=\ ——— |on ©q + ,Pp)déE > N | —— ©q + , $)dé=0.

m(§)
Portanto, para tg = a/b, usando (11) e / )CDO Y dé —tp> 0 se n — o0, temos

L ba2 1 m(f) — Cl2
i ©F(6,) = ato - Qbﬁ_x/g@w ds—/gg(g,o»dg—%.

2
w - L w a
Nesse sentido, temos © ) — 2 sen — 0. Contradicao, pois @w’“(d)n) — < —

2b 2°
m(§)
Entao a — b/ ‘@w Mg d¢ — 0 nao ¢ verdade e similarmente ao Subcaso 1, temos
Qm

dé — 07 é limitada.
m(§)—

_ m(e)
que { b fo e ‘5‘3 ’W’/)%

Segue dos casos acima que / ‘@w M

Wl“l)¢ ( W#¢¢n_ w#wd))dg_)o

Invocando a condigao Sy (veja Lema 2.1) podemos deduzir que ||¢,| — ||¢|| se n — oo,
que significa que @ satisfaz a condigao (PS).. O
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Por fim, agora vamos concluir o trabalho, provando o principal resultado, o Teorema 1.1.

Lemma 3.3. Assuma que g satisfaz (g1) e (g2). Entao existem p >0 e > 0 tais que @:f’“(qﬁ) >
@ > 0, para qualquer ¢ € ’HZ(’g)w(Q) com ||p| = p.

Demonstragao. Veja [3]. O

Lemma 3.4. Assuma que g satisfaz (g3). Entdo eziste e € HZ(ZL)‘/’(Q) com |le|| > p onde p € dado
pelo Lema 3.3 tal que ©7" (e) < 0.

Demonstragao. Veja [3]. O

Demonstragao. (Prova do Teorema 1.1). Usando Lemas 3.1-3.4 e pelo fato de que ©7(0) =
0, o funcional energia @z’“(-) satisfaz o Teorema do Passo da Montanha. Portanto, Problema 1
tem, de fato, uma solugao fraca nao trivial. O

4 Consideracoes Finais

Este trabalho é dedicado ao estudo da existéncia de solugoes para uma nova classe de equagoes
diferenciais fracionérias do tipo m(&)-Kirchhoff no espago y-fracionério via Lemas 3.1-3.4 e outras
técnicas variacionais.

Referéncias

[1] V. Ambrosio, T. Isernia e V. D. Radulescu. “Concentration of positive solutions for a class
of fractional p-Kirchhoff type equations”. Em: Proc. Royal Soc. Edinb. Sec. 151.2 (2021),
pp. 601-651.

[2] Z. Binlin, V. D. Ridulescu e L. Wang. “Existence results for Kirchhoff-type superlinear pro-
blems involving the fractional Laplacian”. Em: Proc. Royal Soc. Edinb. Sec. 149.4 (2019),
pp. 1061-1081.

[3] E. F.S. Feitosa, J. V. C. Sousa, S. I. Moreira e G. S. A. Costa. “Existence and multiplicity
for fractional differential equations with m(§)-Kirchhoff type-equation”. Em: Computational
and Applied Mathematics (2024). Aceito.

[4] W. Rzymowski. “One-dimensional Kirchhoff equation”. Em: Nonlinear Analysis: Theory,
Methods & Applications 48.2 (2002), pp. 209-221.

[5] J. V. C. Sousa, K. D. Kucche e J. J. Nieto. “Existence and Multiplicity of Solutions for
Fractional k(§)-Kirchhoff-Type Equation.” Em: Qual. Theory Dyn. Sys. 23.1 (2024), p. 27.

[6] J.V.C. Sousa, M. Lamine e L. S. Tavares. “Generalized Telegraph Equation with Fractional
m(§)-Laplacian.” Em: Minimax Theory and its Applications. 08(2) (2023), pp. 423-441.

[7] J. V. C. Sousa e E. C. De Oliveira. “On the ¢-Hilfer fractional derivative.” Em: Commun.
Nonlinear Sci. 60 (2018), pp. 72-91.

[8] J. V. C. Sousa, J. Zuo e D. O’Regan. “The Nehari manifold for a -Hilfer fractional p-
Laplacian.” Em: Applicable Anal. 101(14) (2022), pp. 5076-5106.

DOI: 10.5540/03.2025.011.01.0394 010394-7 © 2025 SBMAC


http://dx.doi.org/10.5540/03.2025.011.01.0394

