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Existência de Soluções para Equações Diferenciais
Fracionárias do tipo m(ξ)-Kirchhoff
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Resumo. Neste trabalho, primeiro investigamos a condição de compacidade de Palais-Smale do
funcional Θϖ,µ

ψ no espaço ψ-fracionário Hϖ,µ;ψ
m(ξ) (Ω). Nesse sentido, através do teorema do Passo da

Montanha, investigamos a existência de soluções fracas para uma nova classe de equações diferenciais
fracionárias do tipo m(ξ)-Kirchhoff.
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1 Introdução
Os problemas do tipo Kirchhoff foram motivados por problemas de física, a saber, relacionados

a processos de difusão. O modelo original de Kirchhoff foi utilizado para estudar os problemas
no caso unidimensional [4]. Nesse sentido, ao longo dos anos, problemas do tipo Kirchhoff têm
chamado a atenção. Destacamos a combinação de problemas do tipo Kirchhoff com o operador p(x)-
Laplaciano e a versão estacionária da equação de Kirchhoff do tipo onda [1]. Por outro lado, temos
derivadas fracionárias que também são usadas para discutir problemas Laplacianos [2]. A grande
maioria dessas derivadas fracionárias está bem estabelecida. Contudo, não é uma tarefa simples
e trivial escolher uma determinada derivada fracionária para formular e discutir propriedades de
soluções de equações do tipo p(x)-Laplaciano. Uma forma de superar este problema é propor
operadores mais gerais onde os existentes na literatura sejam casos particulares. Neste sentido,
Sousa e Oliveira propuseram o operador fracionário ψ-Hilfer [7].

Neste presente trabalho, vamos considerar uma nova classe de problemas fracionários não locais
do tipo m(ξ)-Kirchhoff dado por M(t)Dϖ,µ;ψ

T

(∣∣∣Dϖ,µ;ψ
0+ ϕ

∣∣∣m(ξ)−2

Dϖ,µ;ψ
0+ ϕ

)
= λ|ϕ|m(ξ)−2ϕ+ g(ξ, ϕ) em Ω

ϕ = 0 em ∂Ω
, (1)

onde
M(t) := a− b

∫
Ω

1

m(ξ)

∣∣∣Dϖ,µ;ψ
0+ ϕ

∣∣∣m(ξ)

dξ, a ⩾ b > 0 (2)

com a e b constantes, Ω := (0, T )× (0, T ) domínio limitado suave, m ∈ C(Ω̄), λ parâmetro real e g
função contínua. Além disso, Dϖ,µ;ψ

T (·) e Dϖ,µ;ψ
0+ (·) são as derivadas parciais fracionárias ψ-Hilfer

à direita e à esquerda de ordem 0 < ϖ < 1 e tipo 0 ≤ µ ≤ 1, respectivamente e ϖm(ξ) < 2.
Suponha que a não linearidade g(ξ, t) ∈ C(Ω̄× R) satisfaz as seguintes condições:
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(g1) condição de crescimento subcrítico |g(ξ, s)| ≤ C(1 + |s|q(ξ)−1), para todo (ξ, s) ∈ Ω × R,
onde C > 0 e m(ξ) < q(ξ) < m∗(ξ) = 2m(ξ)

2−ϖm(ξ) ;

(g2) lims→0
g(ξ,s)

|s|m(ξ)−2s
= 0;

(g3) existem sA > 0 e θ ∈
(
m+, 2(m

−)2

m+

)
tal que 0 < θG(ξ, s) ≤ sg(ξ, s), para todo |s| ≥ sA, ξ ∈

Ω, onde G(ξ, s) =
∫ s

0

g(ξ, t)dt.

O principal objetivo deste trabalho é investigar a prova do seguinte teorema:

Theorem 1.1. Suponha que a função q ∈ C(Ω̄) satisfaça

1 < m− < m(ξ) < m+ < 2m− < q− < q(ξ) < m∗(ξ). (3)

Então, ∀λ ∈ R e com as condições (g1)-(g3) satisfeitas, o Problema 1 tem uma solução fraca não
trivial.

2 Operadores Fracionários e Estrutura Variacional
Seja Ω um domínio limitado de R2. Denote C+(Ω̄) = {m(ξ);m(ξ) ∈ C(Ω̄),m(ξ) > 1 para todo ξ ∈

Ω̄} e m− = infΩm(ξ) ≤ m(ξ) ≤ m+ = supΩm(ξ) < 2. Para qualquer m ∈ C+(Ω̄), introduzimos o
espaço de Lebesgue de expoente variável

Lm(·)(Ω) =

{
ϕ;ϕ é mensurável e

∫
Ω

|ϕ(ξ)|m(ξ)dξ <∞
}

com a norma de Luxemburgo

∥ϕ∥Lm(ξ) = |ϕ|m(·) = inf

{
µ > 0 :

∫
Ω

∣∣∣∣ϕ(ξ)µ
∣∣∣∣m(ξ)

dξ ≤ 1

}
.

Sejam 0 < ϖ < 1 e 0 ≤ µ ≤ 1. Seja também Λ = I1×I2 onde I1 = (0, L] e I2 = (0, T ], com T, L
constantes positivas. Considere também que ψ(·) seja uma função monótona, crescente e positiva
em I2, com derivada contínua ψ′(·) em I2. Além disso, sejam ϕ, ψ ∈ Cn(Λ) duas funções tais que
ψ é crescente e ψ′(ξ2) ̸= 0 com ξ2 ∈ I2. As derivadas fracionárias parciais ψ-Hilfer de ϕ ∈ ACn(Λ)
de ordem ϖ e tipo µ, são definidas por [7, 8]

Dϖ,µ;ψ
0+ ϕ(ξ1, ξ2) = I

µ(1−ϖ),ψ
0+

(
1

ψ′(ξ2)

∂

∂ξ2

)
I
(1−µ)(1−ϖ),ψ
0+ ϕ(ξ1, ξ2)

e

Dϖ,µ;ψ
T ϕ(ξ1, ξ2) = I

µ(1−ϖ),ψ
T

(
− 1

ψ′(ξ2)

∂

∂ξ2

)
I
(1−µ)(1−ϖ),ψ
T ϕ(ξ1, ξ2),

com ξ1 ∈ I1, onde Iϖ,ψ0+ ϕ(ξ1, ξ2) e Iϖ,ψT ϕ(ξ1, ξ2) são as integrais fracionárias ψ-Riemann-Liouville
de ϕ ∈ L 1(Λ) de ordem ϖ (0 < ϖ < 1) [7, 8].

O espaço ψ-fracionário com expoente variável é definido por [5, 6] como

Hϖ,µ;ψ
m(ξ) (Ω) =

{
ϕ : Ω ⊂ R2 −→ R;ϕ ∈ Lm(·)(Ω),

∣∣∣Dϖ,µ;ψ
0+ ϕ

∣∣∣ ∈ Lm(·)(Ω)
}

equipado com a norma ∥ϕ∥Hϖ,µ;ψ
m(ξ)

= ∥ϕ∥m(ξ) +
∥∥∥Dϖ,µ;ψ

0+ ϕ
∥∥∥
m(ξ)

.

Os espaços Lm(ξ)(Ω) e Hϖ,µ;ψ
m(ξ) (Ω) são considerados Banach, separáveis e reflexivos [5, 6].
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Proposição 2.1. [5, 6] Para m, q ∈ C+(Ω̄) tais que 1 ≤ q(ξ) ≤ m∗
ϖ(ξ) para todo ξ ∈ Ω̄, existe

uma imersão contínua Hϖ,µ;ψ
m(ξ) (Ω) ↪→ L q(ξ)(Ω). Se substituirmos ≤ por <, a imersão é completa.

Lemma 2.1. [5] Denote A(ϕ) =

∫
Ω

1

m(ξ)

∣∣∣Dϖ,µ;ψ
0+ ϕ

∣∣∣m(ξ)

dξ para todo ϕ ∈ Hϖ,µ;ψ
m(ξ) (Ω). Então

A(ϕ) ∈ C1
(
Hϖ,µ;ψ
m(ξ) (Ω),R

)
, ⟨A′(ϕ), v⟩ =

∫
Ω

∣∣∣Dϖ,µ;ψ
0+ ϕ

∣∣∣m(ξ)−2

Dϖ,µ;ψ
0+ ϕ Dϖ,µ;ψ

0+ v dξ, para todo

ϕ, v ∈ Hϖ,µ;ψ
m(ξ) (Ω) e A′ é uma aplicação do tipo S+, ou seja, ϕn ⇀ ϕ e lim sup ⟨A′(ϕn), ϕn − ϕ⟩ ≤ 0,

implica ϕn → ϕ em Hϖ,µ;ψ
m(ξ) (Ω).

Definition 2.1. Dizemos que ϕ ∈ Hϖ,µ;ψ
m(ξ) (Ω) é uma solução fraca do Problema 1 se(

a− b

∫
Ω

1

m(ξ)

∣∣∣Dϖ,µ;ψ
0+ ϕ

∣∣∣m(ξ)

dξ

)∫
Ω

∣∣∣Dϖ,µ;ψ
0+ ϕ

∣∣∣m(ξ)−2

Dϖ,µ;ψ
0+ ϕ Dϖ,µ;ψ

0+ φ dξ

−λ
∫
Ω

|ϕ|m(ξ)−2
ϕ φ dξ =

∫
Ω

g(ξ, ϕ) φ dξ, φ ∈ Hϖ,µ;ψ
m(ξ) (Ω).

O funcional energia Θϖ,µ
ψ : Hϖ,µ;ψ

m(ξ) −→ R associado ao Problema 1

Θϖ,µ
ψ (ϕ) = a

∫
Ω

1

m(ξ)

∣∣∣Dϖ,µ;ψ
0+ ϕ

∣∣∣m(ξ)

dξ − b

2

(∫
Ω

1

m(ξ)

∣∣∣Dϖ,µ;ψ
0+ ϕ

∣∣∣m(ξ)

dξ

)2

− λ

∫
Ω

1

m(ξ)
|ϕ|m(ξ)

dξ −
∫
Ω

G(ξ, ϕ)dξ

para todo ϕ ∈ Hϖ,µ;ψ
m(ξ) (Ω) está bem definido e é de classe C1 em Hϖ,µ;ψ

m(ξ) (Ω). Além disso, temos〈(
Θϖ,µ
ψ

)′
(ϕ), φ

〉
=

(
a−b

∫
Ω

1

m(ξ)

∣∣∣Dϖ,µ;ψ
0+ ϕ

∣∣∣m(ξ)

dξ

)∫
Ω

∣∣∣Dϖ,µ;ψ
0+ ϕ

∣∣∣m(ξ)−2

Dϖ,µ;ψ
0+ ϕ Dϖ,µ;ψ

0+ φdξ

− λ

∫
Ω

|ϕ|m(ξ)−2
ϕ φ dξ −

∫
Ω

g(ξ, ϕ)φ dξ

quaisquer que sejam ϕ, φ ∈ Hϖ,µ;ψ
m(ξ) . Assim, podemos observar que os pontos críticos do funcional

Θϖ,µ
ψ são as soluções fracas para o Problema 1. Para simplificar a apresentação, denotaremos a

norma em Hϖ,µ;ψ
m(ξ) por ∥ · ∥ ao invés de ∥ϕ∥Hϖ,µ;ψ

m(ξ)
.

3 Principais Resultados
Antes de investigar o principal resultado, vamos apresentar uma abordagem sobre condição de

compacidade de Palais-Smale em Hϖ,µ;ψ
m(ξ) (Ω).

Definition 3.1. Seja
(
Hϖ,µ;ψ
m(ξ) (Ω), ∥ · ∥

)
um espaço de Banach e Θϖ,µ

ψ ∈ C1(Hϖ,µ;ψ
m(ξ) (Ω)). Dado

c ∈ R, dizemos que Θϖ,µ
ψ satisfaz a condição de Palais–Smale no nível c ∈ R (PS)c se qualquer

sequência {ϕn} ∈ Hϖ,µ;ψ
m(ξ) (Ω) satisfazendo

Θϖ,µ
ψ (ϕn) −→ c e

(
Θϖ,µ
ψ

)′
(ϕn) −→ 0 em

(
Hϖ,µ;ψ
m(ξ) (Ω)

)∗
se n −→ ∞ (4)

tem uma subsequência convergente.
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Lemma 3.1. Se (g1)-(g3) valem. Então o funcional Θϖ,µ
ψ , satisfaz a condição (PS)c, com c <

a2

2b
.

Demonstração. Passo 1: Vamos mostrar que {ϕn} é limitada em Hϖ,µ;ψ
m(ξ) (Ω). Seja {ϕn} ⊂

Hϖ,µ;ψ
m(ξ) (Ω) uma sequência (PS)c tal que c <

a2

2b
. A prova é feita para dois casos. No primeiro

caso, para λ ≤ 0, segue de (3) e (4) que ϕn é limitada em Hϖ,µ;ψ
m(ξ) (Ω).

Faremos por contradição o caso λ > 0. Então, assumimos que, passando a uma subsequência
ainda denotada por {ϕn}, se necessário, temos ∥ϕn∥ −→ +∞ se n −→ ∞. Usando (4) e a condição
(g3), para n suficientemente grande, temos

C + ∥ϕn∥+ λC

(
θ

m− − 1

)
∥ϕn∥m

+

≥ a

(
θ

m+
− 1

)
∥ϕn∥m

−
+ b

(
−θ

2(m−)2
+

1

m+

)
∥ϕn∥2m

−
.

Dividindo a desigualdade acima por ∥ϕn∥m
+

, levando em conta que vale (3) e passando ao
limite com n −→ ∞, temos

lim
n−→∞

C

∥ϕn∥m+ + lim
n−→∞

∥ϕn∥1−m
+

+ λC

(
θ

m− − 1

)
lim

n−→∞
1

≥ a

(
θ

m+
− 1

)
lim

n−→∞
∥ϕn∥m

−−m+

+ b

(
−θ

2(m−)
2 +

1

m+

)
lim

n−→∞
∥ϕn∥2m

−−m+

,

o que nos dá uma contradição. Segue então que ϕn é limitada em Hϖ,µ;ψ
m(ξ) (Ω).

Passo 2: ϕn tem uma subsequência convergente em Hϖ,µ;ψ
m(ξ) (Ω).

Da Proposição 2.1 segue que a imersão Hϖ,µ;ψ
m(ξ) (Ω) ↪→ L s(ξ)(Ω) é compacta, onde 1 < s(ξ) <

m∗
ϖ(ξ). Passando, se necessário a uma subsequência (sem perda de generalidade), existe ϕ ∈

Hϖ,µ;ψ
m(ξ) (Ω), tal que

ϕn ⇀ ϕ em Hϖ,µ;ψ
m(ξ) (Ω), ϕn → ϕ em L s(ξ)(Ω), ϕn(ξ) → ϕ(ξ) q.t.p. em Ω. (5)

Usando a desigualdade de Hölder e (5), temos que

lim
n−→∞

∫
Ω

|ϕn|m(ξ)−2
ϕn(ϕn − ϕ)dξ = 0. (6)

Usando as condições (g1) e (g2), para todo ϵ ∈ (0, 1), existe Cϵ > 0 tal que

|g(ξ, ϕn)| ≤ Cϵ(1 + |ϕn|q(ξ)−1
) ≤ ϵ |ϕn|m(ξ)−1

+ Cϵ |ϕn|q(ξ)−1
. (7)

Usando (7) e Proposição 2.1 segue que∣∣∣∣∫
Ω

g(ξ, ϕn)ϕn(ϕn − ϕ)dξ

∣∣∣∣ ≤
∫
Ω

ϵ |ϕn|m(ξ)−1 |ϕn − ϕ|dξ +
∫
Ω

Cϵ |ϕn|q(ξ)−1 |ϕn − ϕ|dξ.

Usando a desigualdade de Hölder mais uma vez, e tomando o limite n −→ ∞ temos

lim
n−→∞

∫
Ω

g(ξ, ϕn)(ϕn − ϕ)dξ = 0. (8)
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Então, por (4) temos
〈(

Θϖ,µ
ψ

)′
(ϕn), ϕn − ϕ

〉
−→ 0. Portanto

(
a−b

∫
Ω

1

m(ξ)

∣∣∣Dϖ,µ;ψ
0+ ϕn

∣∣∣m(ξ)

dξ

)∫
Ω

∣∣∣Dϖ,µ;ψ
0+ ϕn

∣∣∣m(ξ)−2

Dϖ,µ;ψ
0+ ϕn Dϖ,µ;ψ

0+ (ϕn−ϕ)dξ

− λ

∫
Ω

|ϕn|m(ξ)
ϕn (ϕn − ϕ) dξ −

∫
Ω

g(ξ, ϕn) (ϕn − ϕ) dξ −→ 0. (9)

Substituindo (6) e (8) em (9), temos(
a−b

∫
Ω

1

m(ξ)

∣∣∣Dϖ,µ;ψ
0+ ϕn

∣∣∣m(ξ)

dξ

)∫
Ω

∣∣∣Dϖ,µ;ψ
0+ ϕn

∣∣∣m(ξ)−2

Dϖ,µ;ψ
0+ ϕn Dϖ,µ;ψ

0+ (ϕn − ϕ)dξ −→ 0. (10)

Como {ϕn} é limitada em Hϖ,µ;ψ
m(ξ) (Ω) passando, se necessário a uma subsequência (sem perda

de generalidade), podemos assumir que
∫
Ω

1

m(ξ)

∣∣∣Dϖ,µ;ψ
0+ ϕn

∣∣∣m(ξ)

dξ −→ t0 ≥ 0 quando n −→ ∞.

Caso 1: Se t0 = 0 então {ϕn} converge fortemente para ϕ = 0 em Hϖ,µ;ψ
m(ξ) (Ω) e a prova está

terminada.
Caso 2: Se t0 > 0 devemos considerar dois subcasos:

Subcaso 1: Se t0 ̸= a/b então a− b

∫
Ω

1

m(ξ)

∣∣∣Dϖ,µ;ψ
0+ ϕn

∣∣∣m(ξ)

dξ ↛ 0. Nesse sentido, não existe

uma subsequência de
{
a− b

∫
Ω

1

m(ξ)

∣∣∣Dϖ,µ;ψ
0+ ϕn

∣∣∣m(ξ)

dξ −→ 0

}
convergindo para zero. Portanto,

existe δ > 0 tal que
∣∣∣∣a− b

∫
Ω

1

m(ξ)

∣∣∣Dϖ,µ;ψ
0+ ϕn

∣∣∣m(ξ)

dξ

∣∣∣∣ > δ > 0, quando n é suficientemente grande.

Então, é claro que
{
a− b

∫
Ω

1

m(ξ)

∣∣∣Dϖ,µ;ψ
0+ ϕn

∣∣∣m(ξ)

dξ −→ 0

}
é limitada.

Subcaso 2: Se t0 = a/b então a− b

∫
Ω

1

m(ξ)

∣∣∣Dϖ,µ;ψ
0+ ϕn

∣∣∣m(ξ)

dξ −→ 0.

Definimos φ(ϕ) = λ

∫
Ω

1

m(ξ)
|ϕ|m(ξ)

dξ +

∫
Ω

G(ξ, ϕ)dξ, para todo ϕ ∈ Hϖ,µ;ψ
m(ξ) (Ω).

Então ⟨φ′(ϕ), v⟩ = λ
∫
Ω
|ϕ|m(ξ)−2

ϕ v dξ −
∫
Ω
g(ξ, ϕ) v dξ para todos ϕ, v ∈ Hϖ,µ;ψ

m(ξ) (Ω).
Segue que

⟨φ′(ϕn)− φ′(ϕ), v⟩ = λ

∫
Ω

(
|ϕn|m(ξ)−2

ϕn − |ϕ|m(ξ)−2
ϕ
)
v dξ −

∫
Ω

(g(ξ, ϕn)− g(ξ, ϕ)) v dξ.

Para completar a prova, usaremos o seguinte lema.

Lemma 3.2. Sejam ϕn, ϕ ∈ Hϖ,µ;ψ
m(ξ) (Ω) tais que (5) vale. Então, passando a uma subsequência,

se necessário, valem as seguintes propriedades:

1. lim
n−→∞

∫
Ω

(
|ϕn|m(ξ)−2

ϕn − |ϕ|m(ξ)−2
ϕ
)
v dξ = 0;

2. lim
n−→∞

∫
Ω

|g(ξ, ϕn)− g(ξ, ϕ)| |v| dξ = 0;

3. ⟨φ′(ϕn)− φ′(ϕ), v⟩ −→ 0, v ∈ Hϖ,µ;ψ
m(ξ) (Ω).
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Demonstração. De fato, usando (5), temos ϕn −→ ϕ ∈ Lm(ξ)(Ω) o que implica que |ϕn|m(ξ)−2
ϕn −→

|ϕ|m(ξ)−2
ϕ em L

m(ξ)
m(ξ)−1 (Ω). Usando a desigualdade de Hölder, segue que∣∣∣∣∫

Ω

(
|ϕn|m(ξ)−2

ϕn−|ϕ|m(ξ)−2
ϕ
)
vdξ

∣∣∣∣ ≤ C
∣∣∣|ϕn|m(ξ)−2

ϕn − |ϕ|m(ξ)−2
ϕ
∣∣∣
m(ξ)
m(ξ)−1

∥v∥ −→ 0

quando n −→ ∞. Por outro lado, modifiando a prova acima, temos∫
Ω

∣∣∣|ϕn|m(ξ)−2
ϕn − |ϕ|m(ξ)−2

ϕ
∣∣∣ |v|dξ

≤
∫
Ω

[
ϵ
(
|ϕn|m(ξ)−2

ϕn − |ϕ|m(ξ)−2
)
+ Cϵ

(
|ϕn|q(ξ)−1 − |ϕ|q(ξ)−1

)]
|v|dξ −→ 0.

Finalmente, o item 3 é a combinação dos itens 1 e 2. Consequentemente,

∥φ′(ϕn)− φ′(ϕ)∥p
′(ξ)(
Hϖ,µ;ψ
m(ξ)

(Ω)
)∗ = λ

∫
Ω

(
|ϕn|m(ξ)−2

ϕn − |ϕ|m(ξ)−2
ϕ
)
(φ′(ϕn)− φ′(ϕ)) dξ

−
∫
Ω

(g(ξ, ϕn)− g(ξ, ϕ)) (φ′(ϕn)− φ′(ϕ)) dξ −→ 0

e φ′(ϕn) −→ φ′(ϕ).

Usando o Lema 3.2, temos〈(
Θϖ,µ
ψ

)′
(ϕ), ϕ

〉
=

(
a−b

∫
Ω

1

m(ξ)

∣∣∣Dϖ,µ;ψ
0+ ϕ

∣∣∣m(ξ)

dξ

)∫
Ω

∣∣∣Dϖ,µ;ψ
0+ ϕ

∣∣∣m(ξ)−2

Dϖ,µ;ψ
0+ ϕ Dϖ,µ;ψ

0+ φdξ

− ⟨φ′(ϕ), v⟩ ,〈(
Θϖ,µ
ψ

)′
(ϕ), ϕ

〉
−→ 0 e

(
a−b

∫
Ω

1

m(ξ)

∣∣∣Dϖ,µ;ψ
0+ ϕ

∣∣∣m(ξ)

dξ

)
−→ 0, temos φ′(ϕn) −→ 0, n −→

∞, ou seja, ⟨φ′(ϕ), v⟩ = λ

∫
Ω

|ϕ|m(ξ)−2
ϕv dξ +

∫
Ω

g(ξ, ϕ)v dξ, para todo v ∈ Hϖ,µ;ψ
m(ξ) (Ω). Por-

tanto, usando o lema fundamental do método variacional, temos λ |ϕ|m(ξ)−2
ϕ(ξ) + g(ξ, ϕ(ξ)) =

0 para q.t. ξ ∈ Ω. Segue que ϕ = 0. Então

φ(ϕn)=λ

∫
Ω

1

m(ξ)
|ϕn|m(ξ)

dξ +

∫
Ω

G(ξ, ϕn)dξ → λ

∫
Ω

1

m(ξ)
|ϕ|m(ξ)

dξ +

∫
Ω

G(ξ, ϕ)dξ=0. (11)

Portanto, para t0 = a/b, usando (11) e
∫
Ω

1

m(ξ)

∣∣∣Dϖ,µ;ψ
0+ ϕn

∣∣∣m(ξ)

dξ−→ t0≥ 0 se n −→ ∞, temos

lim
n−→∞

Θϖ,µ
ψ (ϕn) = at0 −

b

2

a2

b2
− λ

∫
Ω

1

m(ξ)
|ϕ|m(ξ)

dξ −
∫
Ω

G(ξ, ϕ)dξ = a2

2b
.

Nesse sentido, temos Θϖ,µ
ψ (ϕn) −→ a2

2b se n −→ ∞. Contradição, pois Θϖ,µ
ψ (ϕn) −→ c <

a2

2b
.

Então a − b

∫
Ω

1

m(ξ)

∣∣∣Dϖ,µ;ψ
0+ ϕn

∣∣∣m(ξ)

dξ −→ 0 não é verdade e similarmente ao Subcaso 1, temos

que
{
a− b

∫
Ω

1
m(ξ)

∣∣∣Dϖ,µ;ψ
0+ ϕn

∣∣∣m(ξ)

dξ −→ 0

}
é limitada.

Segue dos casos acima que
∫
Ω

∣∣∣Dϖ,µ;ψ
0+ ϕn

∣∣∣m(ξ)−2

Dϖ,µ;ψ
0+ ϕn

(
Dϖ,µ;ψ

0+ ϕn −Dϖ,µ;ψ
0+ ϕ

)
dξ −→ 0.

Invocando a condição S+ (veja Lema 2.1) podemos deduzir que ∥ϕn∥ −→ ∥ϕ∥ se n −→ ∞,
que significa que Θϖ,µ

ψ satisfaz a condição (PS)c.
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Por fim, agora vamos concluir o trabalho, provando o principal resultado, o Teorema 1.1.

Lemma 3.3. Assuma que g satisfaz (g1) e (g2). Então existem ρ > 0 e ϖ̃ > 0 tais que Θϖ,µ
ψ (ϕ) ≥

ϖ̃ > 0, para qualquer ϕ ∈ Hϖ,µ;ψ
m(ξ) (Ω) com ∥ϕ∥ = ρ.

Demonstração. Veja [3].

Lemma 3.4. Assuma que g satisfaz (g3). Então existe e ∈ Hϖ,µ;ψ
m(ξ) (Ω) com ∥e∥ ≥ ρ onde ρ é dado

pelo Lema 3.3 tal que Θϖ,µ
ψ (e) < 0.

Demonstração. Veja [3].

Demonstração. (Prova do Teorema 1.1). Usando Lemas 3.1-3.4 e pelo fato de que Θϖ,µ
ψ (0) =

0, o funcional energia Θϖ,µ
ψ (·) satisfaz o Teorema do Passo da Montanha. Portanto, Problema 1

tem, de fato, uma solução fraca não trivial.

4 Considerações Finais
Este trabalho é dedicado ao estudo da existência de soluções para uma nova classe de equações

diferenciais fracionárias do tipom(ξ)-Kirchhoff no espaço ψ-fracionário via Lemas 3.1-3.4 e outras
técnicas variacionais.
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