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Resumo. Neste trabalho estudamos uma matriz tridiagonal por blocos, que se relaciona com a
solubilidade do jogo Lights Out. Mostramos que o determinante e os autovalores dessa matriz se
relacionam com os polindmios de Fibonacci de uma forma natural. Essa relagdo também aparece
ao estudar a solubilidade do jogo por outra perspectiva, por meio de um operador linear. A partir
do estudo de uma soma de cossenos ser racional, conseguimos uma condi¢do necesséria e suficiente
para que dois determinados polinémios de Fibonacci sejam primos entre si.

Palavras-chave. Matriz tridiagonal por blocos, polinémio de Fibonacci, jogo Lights Out

1 Introducao

Uma matriz tridiagonal por blocos é uma matriz quadrada em blocos que tem matrizes qua-
dradas (blocos) na diagonal inferior, diagonal principal e diagonal superior, com todos os outros
blocos sendo matrizes nulas. Essencialmente, é uma matriz tridiagonal, mas possui submatrizes
no lugar de escalares. Uma matriz tridiagonal por blocos M (m,n) tem a forma:

B1 Cl 0
A2 BQ 02

M(m, n) = Ak Bk Ck

Am—l Bm—l Cm—l
0 e Am Bm |

onde A;11 , By e C; (paral <k <mel<i<m—1) sao submatrizes quadradas de ordem n da
diagonal inferior, principal e superior, respectivamente.

Aqui vamos considerar ainda um caso particular de uma matriz tridiagonal por blocos, onde:
os blocos da diagonal principal sao matrizes tridiagonais com as entradas nao nulas iguais a 1; e
os blocos das diagonais inferior e superior sao matrizes identidades.
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Ou seja, uma matriz M*(m,n) da forma

m colunas de blocos

On I Ty On
M*(m,n) =
_On U On n Tn_

com m? blocos de ordem n x n, formando uma matriz de ordem mn x mn onde T),, é a matriz
tridiagonal mencionada anteriormente e I,, é a matriz identidade.
Por exemplo, se m = 4 e n = 3, a matriz serd uma matriz de ordem 12 da seguinte forma:

11 0[100/000[000
11101 0loo0o0looo

01 1/0 0 1/0 0 0/0 0 0

10 0[1 10[100[000

s I, 0 0 01 0[1 1 1/010/000

) L T I, 0 00 1/01 1|00 10 0 0
M@=\ o 1 L|=|0o0o0lt o001 10l 00
0 0 I, T 000[010/1 11010

00 0[00 1|01 1|0 01

00 0]0 001 001 10

00 0[000/010[1 11

00 0/000[00 1|0 1 1)

A matriz M*(m,n) se relaciona com o jogo Light Out de configuracdo em m linhas e n colunas.
Para maiores detalhes sugerimos |3].

Na segunda secao, mostramos a relagao entre o determinante e os autovalores da matriz
M*(m,n) com os polindmios de Fibonacci. Ainda, na terceira segdo, apresentamos a matriz
M*(m,n) como matriz de um operador linear.

2 O Determinante e a Inversibilidade de M*(m,n)

Em [8], Molinari estuda o determinante de matrizes tridiagonais por blocos. Utilizando os
resultados por ele desenvolvido, e com a notacao apresentada anteriormente, concluimos que

det(M*(m,n)) = (—1)"" det (A,,) ,

onde A,, é o bloco de tamanho n X n do canto superior esquerdo da matriz Q™, com

-1, -1,
A
Em [10], Stdnicd e Stdnicd apresentam um estudo sobre a poténcia de matrizes em blocos,
mostrando que se
A B
n=le 5]
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entao

R _[C7n Dm}’

em que as submatrizes seguem as seguintes relacoes:
Am:A'Am—1+B'Cm—17 Bm:A’Bm—1+B'DnL—17

Orn =C- Am—l +D- Cm—l € D'm =C- B’m—l +D- Dm—1~

Comparando, Q e R temos que A,, = —T,-Ap,_1—1,,-Crn_1, mas como Cy,, = I,- A1 = A1,
temos a relacao de recorréncia, A,, = —T,-Am—1—Am_o, param > 2, emque Ag = I, e A} = —T,,.
Se considerarmos a recorréncia

P (2) = =2pm-1(2) = pm—2(), (1)

comm > 2e po(x) =0ep(z) =1, temos a primeira semelhanga com os polindmios de Fibonacci,
que sao gerados pela recorréncia fp,(z) = zfm—1(x) + frn—2(x), com m > 2 [6, p. 4] e fo(x) =0¢

Vale notar também que os polinémios de Fibonacci e os polinémios solugao da recorréncia
apresentada em (1) s@o gerados pelas poténcias das matrizes

z 1 —x —1
1 0 ¢ 1 0 |
respectivamente.

A Tabela 1 apresenta os 10 primeiros polindémios de Fibonacci e os 10 primeiros polinémios que
s@o solugdes da recorréncia (1).

Tabela 1: Os polindmios fp,(z) € pm(x), para m =1,2,--- ,10.
m fm(2) pm ()
1 1 1
2 T —x
3 22 +1 x? -1
4 3 + 2 -z + 2
5 2+ 322 +1 =322 +1
6 x® 4+ 423 + 3z —25 + 423 — 3
7 28 + 524 + 622 + 1 28 — B5xt + 622 —1
8 27 + 625 + 1023 + 42 —27 + 625 — 1023 + 4
9 a8 + 725 + 1524 + 1022 + 1 28 — 728 + 152% — 1022 + 1

10 2% + 827 4+ 212° + 2023 + 5z —a 4+ 8z7 — 212° + 202°% — 5z

A expressao geral para os polinémios de Fibonacci é

2] [ m—i '
fmy1(z) = Z xmizlv
i=0 )
em que |k]| é a parte inteira de k [6, p. 16]. Ja para a recorréncia em (1) a expressao geral é
15 S m—1

P () = 3 (<)
i=0 )
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Considerando a expressao geral para a recorréncia em (1), reduzimos o trabalho de encontrar
um determinante de uma matriz de ordem mn x mn para o determinante de um polinémio de uma
matriz, A, = pm+1(T,) de ordem n x n, a saber

L5] o m—1 _
det(M*(m,n)) = (—1)™" det (=)™ (T,,)" 2
i=0 )

Lembrando que o determinante de uma matriz é o produto de seus autovalores [7, p. 271] e
utilizando o Teorema 7.7 apresentado por Graham em [4] (e reproduzido a seguir) podemos calcular
o determinante de p,,+1(T},) considerando os autovalores de Tj,.

Teorema 2.1. Se uma matriz A de ordem n X n tem os autovalores A1, Ao,..., A\, € p € um
polindmio, entao os autovalores de p(A) sao p(A1),p(A2),...,p(An).

Portanto,
det(M*(m,n)) = (=1)"™" [ [ pms1 (N,
i=1

onde \; sao os autovalores de T,.
De acordo com Noschese, Pasquini e Reichel, em [9], os autovalores de T, sdo da forma

/\j:1+2cos<n]+7rl> paraj=1,2,...,n.

Considerando que

] B km o . km + sensen km . km
cos T = COS T COS pre sen T se i) = cos i)

também podemos escrever que os autovalores de T}, sao da forma

)\j:1—2005<nj+7rl> para j =1,2,...,n.

A partir disso, podemos inferir quando a matriz M*(m,n) é singular. Basta analisarmos quando
um dos autovalores de T;, é raiz do polinémio

ol o m—1
Pmta(z) =) (=)™ z
i=0 )

Para encontrarmos as raizes de p,,+1, usamos as mesmas ideias de Hoggatt Jr. e Bicknell, em
[5], para encontrar as raizes dos polindmios de Fibonacci.

Temos que o polindémio p,,+1 € determinado pela recorréncia py,+1(x) = —zpm () — Pm—1(x),
cuja equacdo caracteristica é y? + 2y + 1 = 0 e consequentemente as raizes sio

o+ V-4 o 6_—$—\/I2—4
-2 -2

A solucao geral da recorréncia é

am+1 _ Bm+1
Pran(®) = =g
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Fazendo z = 2 cosh z, temos que
22 —4=4 cosh22—4:4(cosh2,z—1) =4 senh? 2.

Ou seja, Va2 —4 = 2 |senh z|. Considerando vz? —4 = 2 senh z obtemos
_ —2 coshz +2 senhz

—2 coshz — 2 senhz

o= 5 = —coshz+senhz e fB= 5 = — cosh z —senh z.
Como coshz = % e senh z = EZ*QE_Z, segue que
a:_e —|—2€ +e —26 — et e ﬁ:_e +2€ e —26 = e
Logo,
(_e—z)m+1 _ (_ez)m+1 (_1)m+1e—(m+1)z _ (_1)m+1e(m+1)z
Pm+1 (.’13) = . 2 = z —z
—e ?+e e? —e
(_l)m (e(m+1)z _ e—(m+1)z)
= eZ _— e—Z
Ou seja,
senh((m + 1)z)
m = (-1 m—7
Pt (2) = (- IR
com x = 2 coshz. Se Va2 — 4 = —2 senh z chegamos no mesmo resultado.

Assim, py41(z) = 0 quando senh((m + 1)z) = 0 e senhz # 0. Em [2, p. 110], Brown e
Churchill mostram que as raizes de senh z sao z = kni, para k = 0,4+1,+2,.... Logo, as raizes de
senh((m + 1)z) sao

fei
z::tﬂ, comk=0,1,2,....
m+1

Como senh z # 0, excluimos das raizes encontradas para k = 0 e k multiplo de m + 1, e todas
as que se repetem (quando consideradas como angulos). Assim, obtemos as raizes

z:iﬂ, comk=1,2,...,m.
m+1

Sendo x = 2 cosh z, as raizes de p,,41 sao

x =2cosh [ & i = 2cosh i ,comk=12,...,m.
m+1 m+1

Por outro lado, cosh(iv) = cos(v) [2, p. 109], entdo as raizes de py,+1 sdo

k
x:2cos<ﬂ), com k=1,2,...,m.
m+1

Desta forma, os autovalores de T, sao raizes de p,,+1, quando

2 cos ki =1-—2cos JT
m-+ 1 n—+1

para algum j =1,2,...,nealgum k=1,2,...,m.
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Ou seja, a matriz M*(m,n) é singular quando

cos [—F™_ feos (A7) 2 L
“\mr1 nt1) 2

para algum j =1,2,...,nealgum k=1,2,...,m.

Em [11], mostramos que a matriz M*(m,n) se relaciona com a solubilidade do jogo Lights
Out, de modo que se a matriz M*(m,n) for invertivel o jogo apresenta solugdo independente da
configuragdo inicial. Ainda em [11], mostramos que

det(M*(m,n)) = ’f[l ﬁ [1 +2 (cos (mkil) + cos (71]11))] ,

Jj=1

uma vez que os autovalores de M*(m,n) sdo da forma

km jm
Ajk = 1 —+ 2 |:COS <q’n—|—1> —+ cos (M)]

comk=1,2,...mej=1,2,...,n.
Para a analise dos autovalores de M*(m,n), em [11], utilizamos o produto e a soma de Kro-
necker. Aqui chegamos ao mesmo resultado por outro caminho.

3 M*(m,n) como Matriz de um Operador Linear

Em [1], Barua e Ramakrishnan fazem um estudo do operador linear F'(X) = T,, X + X (T}, — I,)
no espago das matrizes de ordem m x n, que também se relaciona com a solubilidade do jogo Lights
Out. A M*(m,n) é a matriz do operador em relagido a base candnica, formada pelas matrizes By
de ordem m x n tal que, se £ = n(i — 1) + j entdo a entrada b;; = 1 e todas as demais sao nulas.

Os autores, ainda em [1]7 mostram que X pertence ao nucleo de F' se, e somente se, os vetores
colunas de X satisfazem a recorréncia X ;) = T, X(;_1) + X(j_2), para 1 <i <n, com Xy =0e
X(n+1) = TnX(n) + X(n—l) = 0.

Vale notar que a recorréncia acima é a que gera os polindmios de Fibonacci, evidenciando
novamente a relacao. Barua e Ramakrishnan mostram que o polinémio caracteristico de T, é o
polinémio Fibonacei f,,(z). Adicionalmente a isso, eles mostram que o operador F' é invertivel se, e
somente se, os polindomios de Fibonacci f,,(x) e fn(2+1) sdo primos entre si. Ou equivalentemente
se, e somente se, os polinomios de Fibonacci fp,(z + 1) e f,(z) sdo primos entre si.

Barua e Ramakrishnan, concluem que se m é impar e n = 2 (mod 3) (ou vice-versa) entéo o
operador F' nao ¢é invertivel e que se m =4 (mod 5) e n =4 (mod 5) entdo F nao é invertivel.

Em [11], conseguimos com uma analise nos autovalores de M*(m,n), concluir um resultado
mais forte. Apresentado a seguir.

Teorema 3.1. A matriz M*(m,n) € singular se, e somente se, vale uma das sequintes afirmagoes:
1. m =2 (mod 3) en € impar.
2. m € impar e n =2 (mod 3).
3. m=4 (mod 5) en=4 (mod 5).

Como a (ndo) invertibilidade da matriz M*(m,n) esta relacionada com a (nao) invertibilidade
do operador, temos que, se o operador F' nao é invertivel, entao valem as condigoes do teorema
anterior.

DOI: 10.5540/03.2025.011.01.0503 010503-6 © 2025 SBMAC


http://dx.doi.org/10.5540/03.2025.011.01.0503

Proceeding Series of the Brazilian Society of Computational and Applied Mathematics. v. 11, n. 1, 2025.

A prova do Teorema 3.1 recai na racionalidade da soma de cossenos, uma vez que para a matriz
ser singular um de seus autovalores precisa ser nulo. Ao estudarmos quando a soma

coS ki -+ cos L
m—+1 n+1

é racional, conseguimos restringir para o caso de ser igual a %, que anula um autovalor de M*(m,n),
e o resultado encontrado é exatamente as condigoes apresentadas no Teorema 3.1.

4 Consideragoes Finais

Neste trabalho apresentamos um estudo do determinante e a invertibilidade de uma matriz
tridiagonal por blocos. Tal estudo nos levou a uma relagao com os polinémios de Fibonacci que
nos permitiu concluir resultados interessantes. Comparando os resultados obtidos com estudos
anteriores uma nova relagao aparece, com a racionalidade da soma de cossenos. E com isso podemos
afirmar uma condigao necessaria e suficiente para que determinados polinémios de Fibonacci sejam
coprimos.
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