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Resumo. Neste trabalho, primeiro investigamos a condi¢do de compacidade de Palais-Smale do
funcional ©"" no espago ¢-fracionario Hz(gp (). Nesse sentido, através do teorema do Passo da
Montanha e do teorema de Fountain, investigamos a multiplicidade de solugoes fracas para uma
nova classe de equagdes diferenciais fracionarias do tipo m(&)-Kirchhoff.
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1 Introducao e Motivacgao
Considere o operador p(x)-Laplaciano com expoente variavel [3]
Ap(ey = div (\Vu|p(w) Vu) . (1)

Observe que para p(x) = p, temos o caso classico da teoria de p-Laplaciano [2]. Ao longo dos
anos os operadores do tipo (1), tém chamado a atengao de pesquisadores para discutir questdes de
existéncia e multiplicidade, unicidade e regularidade de solugoes utilizando técnicas variacionais,
em particular, via teorema do Passo da Montanha e variedade de Nehari [1]. Vale destacar também
a importancia destes tipos de operadores em problemas de fluidos eletrorreolégicos, processamento
de imagens, mecanica ndo newtoniana, medicina, economia, ecologia e outras areas envolvidas [6].
Uma classe de problemas que merece atengao especial sdo os do tipo difusivo. O movimento de
fluidos e o estudo de meios porosos (liquidos e gases) sdo amplamente investigados no estudo de
problemas de difusdo e convecgdo respectivamente [13] e suas referéncias.

Por outro lado, os problemas fracionarios nao locais com infinitas solu¢oes tém chamado muita
atengao nos ultimos anos. Os operadores fracionarios tém aplicagbes em diversas areas, como
matematica financeira, mecanica quantica, ondas de agua, transicao de fase, superficies minimas,
dindmica populacional, controle 6timo, teoria dos jogos, processos de Lévy na teoria das probabi-
lidades, entre outras. Para mais detalhes sobre esses assuntos, veja [5] e suas referéncias. Existem
alguns tipos de operadores fracionarios que sao usados para discutir problemas p(x)-Laplaciano
com equagbes do tipo Kirchhoff [4].

Motivados pelos trabalhos acima, neste presente trabalho, vamos considerar uma nova classe
de problemas fracionéarios nao locais do tipo m(€)-Kirchhoff dado por

. | m(E)—2 .
woze (ogeo " g ve) = NmO 2o 4 g(e0)  em o
=0 em OS2
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onde ©
1 o m

Mt::a—b/—@w’“’w d¢, a>b>0 3

(t i e e (3)

com a e b constantes, Q := (0,7) x (0,7) dominio limitado suave, m € C(£2), A parAmetro real e g
fungiio contimua. Além disso, DF () e ZDOWJ;“”/’(-) sao as derivadas parciais fracionarias -Hilfer
a direita e a esquerda de ordem 0 < w < 1 e tipo 0 < p < 1, respectivamente e wm(§) < 2.

Suponha que a nao linearidade g(&,t) € C(Q x R) satisfaz as seguintes condigoes:

(1) condigio de crescimento subcritico |g(¢, s)| < C(1 4 [s|99)71), para todo (£,s) € 2 x R,

onde C' >0 e m(€§) < q(&) <m*(&) = 2327(5?5)?

(g2) limg_g M%(f%zs =0

2(m=)*
m

0, onde G(¢, ) = /0 g, bt

(g3) existem s4 >0ef € (m*, ) tal que 0 < 0G (€, s) < sg(&,s), paratodo |s| > sa, €€

(94) g(&,—s) = —g(&,s) para todo (§,s) € Q x R.
O principal objetivo deste trabalho é investigar a prova do seguinte teorema:
Theorem 1.1. Suponha que a fungio q € C(Q) satisfaca
1<m™ <m(é) <mt <2m™ <q < q(€) <m*(). (4)
Entao, YA € R e com as condigdes (g1) — (ga4) satisfeitas, o Problema 2 tem infinitas solugdes
{dn} com I(py) = 00 se n — co.
2 Operadores Fracionarios e Estrutura Variacional
Seja © um dominio limitado de R%. Denote C () = {m(£);m(£) € C(), m(£¢) > 1 para todo & €

Q} e m™ = infgm(€) <m(&) < mt = supg m(€) < 2. Para qualquer m € Cy(Q), introduzimos o
espago de Lebesgue de expoente variavel

ZmO(Q) = {qﬁ;qﬁ ¢ mensuravel e /Q|¢(§)|m(§)d£ < oo}

dotado da norma de Luxemburgo

aw""“)dg . 1}.
n

Sejam 0 < w < 1e0 < pu<1. Sejatambém A = I; x Iy onde Iy = (0, L] e I = (0,7, com T, L
constantes positivas. Considere também que () seja uma fun¢do monoétona, crescente e positiva
em [, com derivada continua ¢’(-) em I,. Além disso, sejam ¢, 1 € C™(A) duas fungdes tais que
1 é crescente e 1/ (&3) # 0 com & € I. As derivadas fracionarias parciais ¢-Hilfer de ¢ € AC™(A)
de ordem @ e tipo 0 < p < 1, sdo definidas por [11, 12]

9l gme) = [@lm() = inf {,u >0: /Q

. —w 1 0 —p)(l—=
DIV (&, &) =TI )71#(1/)’(52)852)1&”(1 Mg, &)
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@it e T R S S ZJ W BR [G R )
QT a ¢(£1a€2) - Il’;’ ( ¢/(£ )a§2>1 a ¢(£1 52)

com & € Iy, onde I?f’(b(&l,@) e I7 ’wgb(fl,fg) sdo as integrais fracionarias ¥-Riemann-Liouville

de ¢ € £(A) de ordem @ (0 < w < 1) [11, 12].
O espago -fracionario com expoente variavel é definido por [9, 10] como

HEE (@) = {0: QR — Rig e 270(Q), |95V 0| € 270(@)}

com norma

[0l = I6lhmce) + D50

Entao Hm’(’g’) 0( ) é definido como o fecho de C§°(£2) com respeito & norma ||¢HHZ,(,;;«¢. Nesse

sentido, .Z™&)(Q), Hz(lg)‘%( )e ’Hm(‘g)w( ) tornam-se Banach, separaveis e reflexivos [9, 10].

Proposicao 2.1. [9, 10| Para m,q € C4(

Q) tais que 1 < q(&) < mx (&) para todo & € Q, existe
uma imersao continua ’HZ(’;;Z’(Q) — L19(Q).

Lemma 2.1. [14] Suponha que ¢, ¢ € L™ e m_ < 4o00. Entio, valem as sequintes proprieda-
des:
m- m*t
1 By > 1= 0170 < pry (@) < 1017
mT m-
2. [0lm(y <1 =190y < Pm()(9) <103
3 |Plm(y <1 (resp. =1;> 1) <= ppcy(9) < 1; (resp. =1;>1);
4' ‘¢n|m() —0 (resp. — +OO) — pm()(¢n) — O; (resp. — +OO);
5. limy, o0 | — ¢|m(.) =0« lim, pm(.)((bn —¢)=0.

Definition 2.1. Dizemos que ¢ € ’HZ(Z)w( ) € uma solugdo fraca do Problema 2 se

<a—b/ ‘gwuw(b’ (g)df)/ ‘@wuw m(6)-2 DTG DTV de
A /Q ™02 6 o de = /Q 9(6,0) ¢ d

onde p € ’HZ(Z)w( ).

O funcional energia @z’“ : Hz(g)w — R associado ao Problema 2

e R VA )
- A /Q %W“)dg— /Q G(&, ¢)de

07" (¢)

DOI: 10.5540/03.2025.011.01.0439 010439-3 © 2025 SBMAC


http://dx.doi.org/10.5540/03.2025.011.01.0439

Proceeding Series of the Brazilian Society of Computational and Applied Mathematics. v. 11, n. 1, 2025.

para todo ¢ € Hz(g)w(Q) estd bem definido e ¢ de classe C* em H” (’5)1’/’(9) Além disso, temos

< (95’“)/ (9), 90>
_ <ab/ ]@W%] ()d§>/ ‘@Ww

m(&)—2 _
)\/Q 191 ey /Qg@,as)so at

m(§)—
W H qu fDW TS ¢90d§

quaisquer que sejam ¢,y € Hm’(‘g)w Assim, podemos observar que os pontos criticos do funcional

@w’“ sao as solugoes fracas para o Problema 2. Para simplificar a apresentagao, denotaremos a

,uw

norma em H 5% por || - || no lugar de [|¢||,;=.uw.
m(e)

Theorem 2.1. [14][Teorema de Fountain| Suponha que um dado funcional ® € C*(¢,R) satisfaz
a condigao (PS). para todo ¢ > 0 e que exista ko > 0 tal que, para todo k > kg existe py > 1 >0
de modo que as sequintes propriedades sejam vdlidas:

1) ap = max P <0
() ar= e, 20 <

1) by = inf (0] — 40 se k — oo.
(W) b= 0k, 2@

Entao ® tem uma sequéncia de pontos criticos {¢y} tal que ®(¢y) — +o0.

A seguir, temos a condigao de compacidade de Palais-Smale em Hz(‘g)‘z’ (Q).

Definition 2.2. Seja (’HZ(Z)w(QL Il - ||) um espago de Banach e 7" € C'(H,, (’g)w(Q)) Dado

c € R, dizemos que @w’“ satisfaz a condi¢ao de Palais—Smale no mvel ¢ € R (PS). se qualquer
sequéncia {pp} € H ’”w(Q) satisfazendo

OF (p) —rce (@3“)/ (én) — 0 em (szfg;w(g))* sen —s o0 (5)

tem uma subsequéncia convergente.

a2
Lemma 2.2. Se (g1)-(g3) valem. Entdo o funcional 7", satisfaz a condi¢io (PS)c, comc < -

2b°
Demonstragao. [8]. O
3 Multiplicidade de Solugoes
Theorem 3.1. Suponha que a funcio q € C(Q) satisfaca
1<m™ <m(é) <mt <2m™ <q < q(€) <m*(6). (6)

Entao, VA € R e com as condigoes (g1) — (g3) satisfeitas, o Problema 2 tem uma solugdo fraca
nao trivial.

Demonstragao. Veja [7]. O

Vamos entao provar o principal resultado deste trabalho. O Teorema 1.1.
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Prova do Teorema 1.1. Pelo Lema 2.2, o funcional © 7" (-) satisfaz a condigao (PS). onde, preci-
samente ¢ < a?/2b. Agora vamos mostrar que @w B satlsfaz as condicoes do Teorema de Fountain
(Teorema 2.1) item por item.

(i) Por (g3), existem Cy > 0 e M > 0 tais que

G(&,5) > C1|s]’, para todo |s| > M, € € Q. (7)

Note que, por (g1),

G(&: 0)l

IN

/01 C(L+ [s2]9®71)|s|d=
< Cls| + Cs]9®, para todo (&,1) € 2 x R.
Portanto, se |s| < M existe Cy > 0 tal que
96,9 < Is| (€ + Cls|"O71) < Cals]
Nesse sentido, usando (7), temos

G(&,5) > C1|s|? — Cas], para todo (&,5) € Q x R.

Note que, para ¢ € Y; quando ||¢|| > 1, obtemos

op*@) < o oo a3 ([ o e )

1 m(§) 0
A d dé + d€.

Consequentemente, pelo fato de que ||¢|| > 1 e como todas as normas no espago de dimensao
finita Y} s@o equivalentes, existe Cy > 0 tal que

/ 6" ©Ode > Cur 6™, / 61°de > Cuy 6] e / 6lde > Cuw 1611 (9)
Q Q Q

Substituindo (9) em (8) e usando o Lema 2.1, obtemos

2
ozt = = [ |orrre"as - gt (| e Vae)
- i/ 9™ g —01/ ol'd + Ca [ Jolds.
< ™ — g6 = SR = GO lol + CaCin o
Como 0 > 2m™ > m™ > m™ segue que, para algum py = ||¢|| > 0 suficientemente grande,
podemos deduzir que
ar = max  ©7"(¢) <O0.

PEYE, [IPll=pr

Portanto, a condi¢do (i) do Teorema de Fountain (Teorema 2.1) é satisfeita.
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(ii) Usando as condigoes (g1) e (g2), existe 03, Cy > 0 tal que

G(&:0)| <

m(§) q(&)

Nesse sentido, para qualquer ¢ € Zj com ||¢|| < 1. Usando a desigualdade (10), temos
T, MRV b winh m(§) 2
I e e ] T
Qm
m C?)
g™ g — / 3 1pm©Oge — [ =L |p)9® ge. 11
AL o m(©)” ol -

Note que, de (6), temos 1/¢(¢) < 1/q~ < 1/m* < 1/m(§) < 1/m™ e usando o Lema 2.1,
podemos escrever a desigualdade (11) da seguinte forma

o« e g ()
- F/Qwr”(f’dff%/ﬂwm(@dsf%/ 6170
B ()\—I—C'?,)M

lgll*™

a + C’4uq_ _
> m k m- k .
> g ol = g 12)

- 2(m)?
Seja ¢ € Zy, |l¢]l =1, e 0 <t < 1. Entao, segue da desigualdade (12) que

) 27— (A Cy) B qu?t(’_-
m q

a b
mt 2(m-)?

O (tp) > <

As condicoes a > b e mT < 2m~ implicam que

a b B 2(m~)%a — bm™*
<m+ - 2(m_)2> B 2(m=)’m+ >0

Dai obtemos
2m=)a—bm*  Cy o\ .- [y —
OT (¢t > S T 22 a 1T (N Ca) By
o (te) ( 2(m— P+ Pt ( 5) =
2(m~)%a — bm™*

5 e k suficientemente grande podemos escrever
- +
4(m=)"m

Cy -
Escolhendo —f pio <

q
2(m’)2a —bm™

95"“(1590) > tm_< 4(m_)2m+

L 03)‘;’;_) .

Escreva
1

Pk = (W()“‘V‘Cig)/':gl) q——m~—

m=)%a — bm+

Entao, para k suficientemente grande, pr < 1. Quando t = pi, pr € Zy com |p|| = 1, temos
©7 " (tp) > 0. Portanto, a condicao (ii) do Teorema de Fountain (Teorema 2.1) & valida.
O que completa a demonstragao.

O
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4 Consideracgoes Finais

Este trabalho é dedicado ao estudo da multiplicidade de solugoes para uma nova classe de

equagoes diferenciais fracionarias do tipo m(§)-Kirchhoff no espago -fracionario via Teorema de
Fountain (Teorema 2.1) e outras técnicas variacionais.
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