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Multiplicidade de Soluções para Equações Diferenciais
Fracionárias do tipo m(ξ)-Kirchhoff
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Resumo. Neste trabalho, primeiro investigamos a condição de compacidade de Palais-Smale do
funcional Θϖ,µ

ψ no espaço ψ-fracionário Hϖ,µ;ψ
m(ξ) (Ω). Nesse sentido, através do teorema do Passo da

Montanha e do teorema de Fountain, investigamos a multiplicidade de soluções fracas para uma
nova classe de equações diferenciais fracionárias do tipo m(ξ)-Kirchhoff.
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1 Introdução e Motivação
Considere o operador p(x)-Laplaciano com expoente variável [3]

∆p(x) = div
(
|∇u|p(x) ∇u

)
. (1)

Observe que para p(x) = p, temos o caso clássico da teoria de p-Laplaciano [2]. Ao longo dos
anos os operadores do tipo (1), têm chamado a atenção de pesquisadores para discutir questões de
existência e multiplicidade, unicidade e regularidade de soluções utilizando técnicas variacionais,
em particular, via teorema do Passo da Montanha e variedade de Nehari [1]. Vale destacar também
a importância destes tipos de operadores em problemas de fluidos eletrorreológicos, processamento
de imagens, mecânica não newtoniana, medicina, economia, ecologia e outras áreas envolvidas [6].
Uma classe de problemas que merece atenção especial são os do tipo difusivo. O movimento de
fluidos e o estudo de meios porosos (líquidos e gases) são amplamente investigados no estudo de
problemas de difusão e convecção respectivamente [13] e suas referências.

Por outro lado, os problemas fracionários não locais com infinitas soluções têm chamado muita
atenção nos últimos anos. Os operadores fracionários têm aplicações em diversas áreas, como
matemática financeira, mecânica quântica, ondas de água, transição de fase, superfícies mínimas,
dinâmica populacional, controle ótimo, teoria dos jogos, processos de Lévy na teoria das probabi-
lidades, entre outras. Para mais detalhes sobre esses assuntos, veja [5] e suas referências. Existem
alguns tipos de operadores fracionários que são usados para discutir problemas p(x)-Laplaciano
com equações do tipo Kirchhoff [4].

Motivados pelos trabalhos acima, neste presente trabalho, vamos considerar uma nova classe
de problemas fracionários não locais do tipo m(ξ)-Kirchhoff dado por M(t)Dϖ,µ;ψ

T

(∣∣∣Dϖ,µ;ψ
0+ ϕ

∣∣∣m(ξ)−2

Dϖ,µ;ψ
0+ ϕ

)
= λ|ϕ|m(ξ)−2ϕ+ g(ξ, ϕ) em Ω

ϕ = 0 em ∂Ω
, (2)
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onde

M(t) := a− b

∫
Ω

1

m(ξ)

∣∣∣Dϖ,µ;ψ
0+ ϕ

∣∣∣m(ξ)

dξ, a ⩾ b > 0 (3)

com a e b constantes, Ω := (0, T )× (0, T ) domínio limitado suave, m ∈ C(Ω̄), λ parâmetro real e g
função contínua. Além disso, Dϖ,µ;ψ

T (·) e Dϖ,µ;ψ
0+ (·) são as derivadas parciais fracionárias ψ-Hilfer

à direita e à esquerda de ordem 0 < ϖ < 1 e tipo 0 ≤ µ ≤ 1, respectivamente e ϖm(ξ) < 2.
Suponha que a não linearidade g(ξ, t) ∈ C(Ω̄× R) satisfaz as seguintes condições:

(g1) condição de crescimento subcrítico |g(ξ, s)| ≤ C(1 + |s|q(ξ)−1), para todo (ξ, s) ∈ Ω × R,
onde C > 0 e m(ξ) < q(ξ) < m∗(ξ) = 2m(ξ)

2−ϖm(ξ) ;

(g2) lims→0
g(ξ,s)

|s|m(ξ)−2s
= 0;

(g3) existem sA > 0 e θ ∈
(
m+, 2(m

−)2

m+

)
tal que 0 < θG(ξ, s) ≤ sg(ξ, s), para todo |s| ≥ sA, ξ ∈

Ω, onde G(ξ, s) =
∫ s

0

g(ξ, t)dt;

(g4) g(ξ,−s) = −g(ξ, s) para todo (ξ, s) ∈ Ω× R.

O principal objetivo deste trabalho é investigar a prova do seguinte teorema:

Theorem 1.1. Suponha que a função q ∈ C(Ω̄) satisfaça

1 < m− < m(ξ) < m+ < 2m− < q− < q(ξ) < m∗(ξ). (4)

Então, ∀λ ∈ R e com as condições (g1) − (g4) satisfeitas, o Problema 2 tem infinitas soluções
{ϕn} com I(ϕn) → ∞ se n→ ∞.

2 Operadores Fracionários e Estrutura Variacional

Seja Ω um domínio limitado de R2. Denote C+(Ω̄) = {m(ξ);m(ξ) ∈ C(Ω̄),m(ξ) > 1 para todo ξ ∈
Ω̄} e m− = infΩm(ξ) ≤ m(ξ) ≤ m+ = supΩm(ξ) < 2. Para qualquer m ∈ C+(Ω̄), introduzimos o
espaço de Lebesgue de expoente variável

Lm(·)(Ω) =

{
ϕ;ϕ é mensurável e

∫
Ω

|ϕ(ξ)|m(ξ)dξ <∞
}

dotado da norma de Luxemburgo

∥ϕ∥Lm(ξ) = |ϕ|m(·) = inf

{
µ > 0 :

∫
Ω

∣∣∣∣ϕ(ξ)µ
∣∣∣∣m(ξ)

dξ ≤ 1

}
.

Sejam 0 < ϖ < 1 e 0 ≤ µ ≤ 1. Seja também Λ = I1×I2 onde I1 = (0, L] e I2 = (0, T ], com T, L
constantes positivas. Considere também que ψ(·) seja uma função monótona, crescente e positiva
em I2, com derivada contínua ψ′(·) em I2. Além disso, sejam ϕ, ψ ∈ Cn(Λ) duas funções tais que
ψ é crescente e ψ′(ξ2) ̸= 0 com ξ2 ∈ I2. As derivadas fracionárias parciais ψ-Hilfer de ϕ ∈ ACn(Λ)
de ordem ϖ e tipo 0 ≤ µ ≤ 1, são definidas por [11, 12]

Dϖ,µ;ψ
0+ ϕ(ξ1, ξ2) = I

µ(1−ϖ),ψ
0+

(
1

ψ′(ξ2)

∂

∂ξ2

)
I
(1−µ)(1−ϖ),ψ
0+ ϕ(ξ1, ξ2)
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e

Dϖ,µ;ψ
T ϕ(ξ1, ξ2) = I

µ(1−ϖ),ψ
T

(
− 1

ψ′(ξ2)

∂

∂ξ2

)
I
(1−µ)(1−ϖ),ψ
T ϕ(ξ1, ξ2),

com ξ1 ∈ I1, onde Iϖ,ψ0+ ϕ(ξ1, ξ2) e Iϖ,ψT ϕ(ξ1, ξ2) são as integrais fracionárias ψ-Riemann-Liouville
de ϕ ∈ L 1(Λ) de ordem ϖ (0 < ϖ < 1) [11, 12].

O espaço ψ-fracionário com expoente variável é definido por [9, 10] como

Hϖ,µ;ψ
m(ξ) (Ω) =

{
ϕ : Ω ⊂ R2 −→ R;ϕ ∈ Lm(·)(Ω),

∣∣∣Dϖ,µ;ψ
0+ ϕ

∣∣∣ ∈ Lm(·)(Ω)
}

com norma

∥ϕ∥Hϖ,µ;ψ
m(ξ)

= ∥ϕ∥m(ξ) +
∥∥∥Dϖ,µ;ψ

0+ ϕ
∥∥∥
m(ξ)

.

Então Hϖ,µ;ψ
m(ξ),0(Ω) é definido como o fecho de C∞

0 (Ω) com respeito à norma ∥ϕ∥Hϖ,µ;ψ
m(ξ)

. Nesse

sentido, Lm(ξ)(Ω), Hϖ,µ;ψ
m(ξ),0(Ω) e Hϖ,µ;ψ

m(ξ) (Ω) tornam-se Banach, separáveis e reflexivos [9, 10].

Proposição 2.1. [9, 10] Para m, q ∈ C+(Ω̄) tais que 1 ≤ q(ξ) ≤ m∗
ϖ(ξ) para todo ξ ∈ Ω̄, existe

uma imersão contínua Hϖ,µ;ψ
m(ξ) (Ω) ↪→ L q(ξ)(Ω).

Lemma 2.1. [14] Suponha que ϕn, ϕ ∈ Lm(·) e m− < +∞. Então, valem as seguintes proprieda-
des:

1. |ϕ|m(·) > 1 =⇒ |ϕ|m−

m(·) ≤ ρm(·)(ϕ) ≤ |ϕ|m+

m(·);

2. |ϕ|m(·) < 1 =⇒ |ϕ|m+

m(·) ≤ ρm(·)(ϕ) ≤ |ϕ|m−

m(·);

3. |ϕ|m(·) < 1 (resp. = 1;> 1) ⇐⇒ ρm(·)(ϕ) < 1; (resp. = 1;> 1);

4. |ϕn|m(·) → 0 (resp. → +∞) ⇐⇒ ρm(·)(ϕn) → 0; (resp. → +∞);

5. limn→∞ |ϕn − ϕ|m(·) = 0 ⇐⇒ limn→∞ ρm(·)(ϕn − ϕ) = 0.

Definition 2.1. Dizemos que ϕ ∈ Hϖ,µ;ψ
m(ξ) (Ω) é uma solução fraca do Problema 2 se(

a− b

∫
Ω

1

m(ξ)

∣∣∣Dϖ,µ;ψ
0+ ϕ

∣∣∣m(ξ)

dξ

)∫
Ω

∣∣∣Dϖ,µ;ψ
0+ ϕ

∣∣∣m(ξ)−2

Dϖ,µ;ψ
0+ ϕ Dϖ,µ;ψ

0+ φ dξ

−λ
∫
Ω

|ϕ|m(ξ)−2
ϕ φ dξ =

∫
Ω

g(ξ, ϕ) φ dξ

onde φ ∈ Hϖ,µ;ψ
m(ξ) (Ω).

O funcional energia Θϖ,µ
ψ : Hϖ,µ;ψ

m(ξ) −→ R associado ao Problema 2

Θϖ,µ
ψ (ϕ) = a

∫
Ω

1

m(ξ)

∣∣∣Dϖ,µ;ψ
0+ ϕ

∣∣∣m(ξ)

dξ − b

2

(∫
Ω

1

m(ξ)

∣∣∣Dϖ,µ;ψ
0+ ϕ

∣∣∣m(ξ)

dξ

)2

− λ

∫
Ω

1

m(ξ)
|ϕ|m(ξ)

dξ −
∫
Ω

G(ξ, ϕ)dξ
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para todo ϕ ∈ Hϖ,µ;ψ
m(ξ) (Ω) está bem definido e é de classe C1 em Hϖ,µ;ψ

m(ξ) (Ω). Além disso, temos〈(
Θϖ,µ
ψ

)′
(ϕ), φ

〉
=

(
a−b

∫
Ω

1

m(ξ)

∣∣∣Dϖ,µ;ψ
0+ ϕ

∣∣∣m(ξ)

dξ

)∫
Ω

∣∣∣Dϖ,µ;ψ
0+ ϕ

∣∣∣m(ξ)−2

Dϖ,µ;ψ
0+ ϕ Dϖ,µ;ψ

0+ φdξ

− λ

∫
Ω

|ϕ|m(ξ)−2
ϕ φ dξ −

∫
Ω

g(ξ, ϕ)φ dξ

quaisquer que sejam ϕ, φ ∈ Hϖ,µ;ψ
m(ξ) . Assim, podemos observar que os pontos críticos do funcional

Θϖ,µ
ψ são as soluções fracas para o Problema 2. Para simplificar a apresentação, denotaremos a

norma em Hϖ,µ;ψ
m(ξ) por ∥ · ∥ no lugar de ∥ϕ∥Hϖ,µ;ψ

m(ξ)
.

Theorem 2.1. [14][Teorema de Fountain] Suponha que um dado funcional Φ ∈ C1(ξ,R) satisfaz
a condição (PS)c para todo c > 0 e que exista k0 > 0 tal que, para todo k ≥ k0 existe ρk > rk > 0
de modo que as seguintes propriedades sejam válidas:

(i) ak = max
ϕ∈Yk, ∥ϕ∥=ρk

Φ(ϕ) ≤ 0;

(ii) bk = inf
ϕ∈Zk, ∥ϕ∥=rk

Φ(ϕ) → +∞ se k → ∞.

Então Φ tem uma sequência de pontos críticos {ϕk} tal que Φ(ϕk) → +∞.

A seguir, temos a condição de compacidade de Palais-Smale em Hϖ,µ;ψ
m(ξ) (Ω).

Definition 2.2. Seja
(
Hϖ,µ;ψ
m(ξ) (Ω), ∥ · ∥

)
um espaço de Banach e Θϖ,µ

ψ ∈ C1(Hϖ,µ;ψ
m(ξ) (Ω)). Dado

c ∈ R, dizemos que Θϖ,µ
ψ satisfaz a condição de Palais–Smale no nível c ∈ R (PS)c se qualquer

sequência {ϕn} ∈ Hϖ,µ;ψ
m(ξ) (Ω) satisfazendo

Θϖ,µ
ψ (ϕn) −→ c e

(
Θϖ,µ
ψ

)′
(ϕn) −→ 0 em

(
Hϖ,µ;ψ
m(ξ) (Ω)

)∗
se n −→ ∞ (5)

tem uma subsequência convergente.

Lemma 2.2. Se (g1)-(g3) valem. Então o funcional Θϖ,µ
ψ , satisfaz a condição (PS)c, com c <

a2

2b
.

Demonstração. [8].

3 Multiplicidade de Soluções
Theorem 3.1. Suponha que a função q ∈ C(Ω̄) satisfaça

1 < m− < m(ξ) < m+ < 2m− < q− < q(ξ) < m∗(ξ). (6)

Então, ∀λ ∈ R e com as condições (g1) − (g3) satisfeitas, o Problema 2 tem uma solução fraca
não trivial.

Demonstração. Veja [7].

Vamos então provar o principal resultado deste trabalho. O Teorema 1.1.
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Prova do Teorema 1.1. Pelo Lema 2.2, o funcional Θϖ,µ
ψ (·) satisfaz a condição (PS)c onde, preci-

samente c < a2/2b. Agora vamos mostrar que Θϖ,µ
ψ (·) satisfaz as condições do Teorema de Fountain

(Teorema 2.1) item por item.

(i) Por (g3), existem C1 > 0 e M > 0 tais que

G(ξ, s) ≥ C1|s|θ, para todo |s| ≥M, ξ ∈ Ω. (7)

Note que, por (g1),

|G(ξ, ϕ)| ≤
∫ 1

0

C(1 + |sz|q(ξ)−1)|s|dz

≤ C|s|+ C|s|q(ξ), para todo (ξ, t) ∈ Ω× R.

Portanto, se |s| ≤M existe C2 > 0 tal que

|G(ξ, s)| ≤ |s|
(
C + C|s|q(ξ)−1

)
≤ C2|s|.

Nesse sentido, usando (7), temos

G(ξ, s) ≥ C1|s|θ − C2|s|, para todo (ξ, s) ∈ Ω× R.

Note que, para ϕ ∈ Yk quando ∥ϕ∥ > 1, obtemos

Θϖ,µ
ψ (ϕ) ≤ a

∫
Ω

1

m(ξ)

∣∣∣Dϖ,µ;ψ
0+ ϕ

∣∣∣m(ξ)

dξ − b

2

(∫
Ω

1

m(ξ)

∣∣∣Dϖ,µ;ψ
0+ ϕ

∣∣∣m(ξ)

dξ

)2

− λ

∫
Ω

1

m(ξ)
|ϕ|m(ξ)

dξ − C1

∫
Ω

|ϕ|θdξ + C2

∫
Ω

|ϕ|dξ. (8)

Consequentemente, pelo fato de que ∥ϕ∥ > 1 e como todas as normas no espaço de dimensão
finita Yk são equivalentes, existe CW > 0 tal que∫

Ω

|ϕ|m(ξ)dξ ≥ CW ∥ϕ∥m
−
,

∫
Ω

|ϕ|θdξ ≥ CW ∥ϕ∥θ e
∫
Ω

|ϕ|dξ ≥ CW ∥ϕ∥. (9)

Substituindo (9) em (8) e usando o Lema 2.1, obtemos

Θϖ,µ
ψ (ϕ) ≤ a

m−

∫
Ω

∣∣∣Dϖ,µ;ψ
0+ ϕ

∣∣∣m(ξ)

dξ − b

2(m+)2

(∫
Ω

∣∣∣Dϖ,µ;ψ
0+ ϕ

∣∣∣m(ξ)

dξ

)2

− λ

m+

∫
Ω

|ϕ|m(ξ)
dξ − C1

∫
Ω

|ϕ|θdξ + C2

∫
Ω

|ϕ|dξ.

≤ a

m− ∥ϕ∥m
+

− b

2(m+)2
∥ϕ∥2m

−
− CWλ

m+
∥ϕ∥m

−
− C1CW ∥ϕ∥θ + C2CW ∥ϕ∥.

Como θ > 2m− > m+ > m− segue que, para algum ρk = ∥ϕ∥ > 0 suficientemente grande,
podemos deduzir que

ak = max
ϕ∈Yk, ∥ϕ∥=ρk

Θϖ,µ
ψ (ϕ) ≤ 0.

Portanto, a condição (i) do Teorema de Fountain (Teorema 2.1) é satisfeita.
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(ii) Usando as condições (g1) e (g2), existe C3, C4 > 0 tal que

|G(ξ, ϕ)| ≤ C3

m(ξ)
|ϕ|m(ξ) +

C4

q(ξ)
|ϕ|q(ξ). (10)

Nesse sentido, para qualquer ϕ ∈ Zk com ∥ϕ∥ ≤ 1. Usando a desigualdade (10), temos

Θϖ,µ
ψ (ϕ) ≥ a

∫
Ω

1

m(ξ)

∣∣∣Dϖ,µ;ψ
0+ ϕ

∣∣∣m(ξ)

dξ − b

2

(∫
Ω

1

m(ξ)

∣∣∣Dϖ,µ;ψ
0+ ϕ

∣∣∣m(ξ)

dξ

)2

−
∫
Ω

λ

m(ξ)
|ϕ|m(ξ)

dξ −
∫
Ω

C3

m(ξ)
|ϕ|m(ξ)dξ −

∫
Ω

C4

q(ξ)
|ϕ|q(ξ)dξ. (11)

Note que, de (6), temos 1/q(ξ) < 1/q− < 1/m+ < 1/m(ξ) < 1/m− e usando o Lema 2.1,
podemos escrever a desigualdade (11) da seguinte forma

Θϖ,µ
ψ (ϕ) ≥ a

m+

∫
Ω

∣∣∣Dϖ,µ;ψ
0+ ϕ

∣∣∣m(ξ)

dξ − b

2(m−)2

(∫
Ω

∣∣∣Dϖ,µ;ψ
0+ ϕ

∣∣∣m(ξ)

dξ

)2

− λ

m−

∫
Ω

|ϕ|m(ξ)
dξ − C3

m−

∫
Ω

|ϕ|m(ξ)dξ − C4

q−

∫
Ω

|ϕ|q(ξ)dξ

≥ a

m+
∥ϕ∥m

+

− b

2(m−)
2 ∥ϕ∥

2m−
− (λ+ C3)µ

m−

k

m− ∥ϕ∥m
−
−
C4µ

q−

k

q−
∥ϕ∥q

−
.(12)

Seja φ ∈ Zk, ∥φ∥ = 1, e 0 < t < 1. Então, segue da desigualdade (12) que

Θϖ,µ
ψ (tφ) ≥

(
a

m+
− b

2(m−)
2

)
t2m

−
− (λ+ C3)

µm
−

k

m− tm
−
− C4

q−
µq

−

k tq
−
.

As condições a ≥ b e m+ < 2m− implicam que(
a

m+
− b

2(m−)
2

)
=

2(m−)
2
a− bm+

2(m−)
2
m+

> 0.

Daí obtemos

Θϖ,µ
ψ (tφ) ≥

(
2(m−)

2
a− bm+

2(m−)
2
m+

− C4

q−
µq

−

k

)
tq

−
− (λ+ C3)

µm
−

k

m− tm
−
.

Escolhendo
C4

q−
µq

−

k <
2(m−)

2
a− bm+

4(m−)
2
m+

e k suficientemente grande podemos escrever

Θϖ,µ
ψ (tφ) ≥ tm

−

(
2(m−)

2
a− bm+

4(m−)
2
m+

tq
−−m−

− (λ+ C3)
µm

−

k

m−

)
.

Escreva

ρk :=

(
4(m−)

2
m+

2(m−)
2
a− bm+

(λ+ C3)
µm

−

k

m−

) 1

q−−m−

Então, para k suficientemente grande, ρk < 1. Quando t = ρk, ρk ∈ Zk com ∥φ∥ = 1, temos
Θϖ,µ
ψ (tφ) ≥ 0. Portanto, a condição (ii) do Teorema de Fountain (Teorema 2.1) é válida.

O que completa a demonstração.
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4 Considerações Finais
Este trabalho é dedicado ao estudo da multiplicidade de soluções para uma nova classe de

equações diferenciais fracionárias do tipo m(ξ)-Kirchhoff no espaço ψ-fracionário via Teorema de
Fountain (Teorema 2.1) e outras técnicas variacionais.
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