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Resumo. Neste trabalho, propõe-se um estudo da convergência da onda viajante, baseado em uma
abordagem de relaxação aplicada a equações diferenciais parciais não lineares do tipo convecção-
difusão na qual a mesma é reformulada em um sistema acoplado de leis de balanço hiperbólicas com
termo de fonte singular. Para os problemas de Burgers e de Buckley-Leverett onde as ondas viajantes
são admissíveis, mostramos formalmente que a onda viajante do problema relaxado converge para
a onda viajante do problema original quando o parâmetro de relaxação tende a zero (situação
de equilíbrio). Realizamos também experimentos numéricos para estes modelos evidenciando a
convergência da onda viajante e mostrando a efetividade da abordagem analítico-numérica para a
classe de modelos do tipo convecção-difusão.
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viajante, abordagem analítico-numérica

1 Introdução
Técnicas de relaxação vêm sendo utilizadas há vários anos para modelagem e estabilização de

soluções em sistemas de equações hiperbólicas [7–10].
Para problemas descritos por sistemas hiperbólicos gerais [5], sistemas triangulares 1D [4] e pro-

blemas dados por equações parabólicas do tipo convecção-difusão multidimensionais não-lineares
degeneradas [1], a teoria geral é bastante complexa. Além disso, [2] e suas referências mostram
como a solução numérica de sistemas hiperbólicos multidimensionais são difíceis de obter. Com es-
tas motivações, em [3] os autores propuseram uma modelagem de relaxação eficaz para os modelos
do tipo convecção-difusão não-lineares 1-dimensional

∂s

∂t
+

∂f(s)

∂x
=

∂

∂x

(
εB(s)

∂d(s)

∂x

)
, (x, t) ∈ R× (0,+∞),

s(x, 0) = s0(x), x ∈ R.
(1)

onde s = s(x, t), ε é um parâmetro positivo e B(s) é o termo difusivo que também é positivo.
Além disso, assumimos que ∂d/∂s > 0. Estas hipóteses são importantes porque elas representam
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a dissipação dos termos difusivos. Utilizando a técnica de relaxação proposta em [3], obtemos o
seguinte sistema de lei de balanço acoplado nas variáves s e w

∂s

∂t
+

∂

∂x
(f(s)− w) = 0
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∂t
+

∂
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(
d(s)

α

)
=

w

εαB(s)
,

(2)

onde α negativo é o parâmetro de relaxação.
Neste trabalho, vamos considerar a Equação (1) com a condição inicial

s0(x) =

{
s−, se x < 0
s+, se x > 0,

(3)

onde s− e s+ são devidamente escolhidos e a função f formula a equação de Burgers e a de Buckley-
Leverett. O foco, aqui, é demonstrar que a onda viajante associada ao problema (2) converge para
a onda viajante do problema original (1) quando o parâmetro de relaxação α tende a zero pela
esquerda.

2 Equação de Burgers
Considere o Problema (1) com a função de fluxo f(s) = s2 e a condição inicial (3) onde s− > s+.

Primeiro vamos estudar a existência da onda viajante. Vamos procurar uma solução numa variável
auto-similar η, ou seja, s(x, t) = s(η) e w(x, t) = w(η), com η = x−σt

ε , onde σ é a velocidade de
choque dada pela relação de Rankine-Hugoniot

s2+ − s2− = σ(s+ − s−).

Então,
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d
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.

(4)

Substituindo s = s(η) e w = w(η) em (2), usando (4) e após algumas manipulações algébricas,
obtemos o seguinte sistema de EDOs

−σ
ds

dη
+

d

dη

(
s2
)
=

dw

dη
,

−σ
dw

dη
=

w

α
− 1

α

ds

dη
.

(5)

Para soluções do tipo onda viajante, as condições

lim
η→−∞

s(η) = s− e lim
η→∞

s(η) = s+ (6)

devem ser satisfeitas. Como lim
η→−∞

s(η) = s−, então ε → 0, consequentemente, lim
η→−∞

w(η) = 0.

Integrando a primeira equação do sistema (5) de −∞ para η, i.e.,∫ η

−∞

dw(ξ)

dξ
dξ = −σ

∫ η

−∞

ds(ξ)

dξ
dξ +

∫ η

−∞

ds(ξ)2

dξ
dξ,

Proceeding Series of the Brazilian Society of Computational and Applied Mathematics. v. 11, n. 1, 2025.

DOI: 10.5540/03.2025.011.01.0504 010504-2 © 2025 SBMAC

http://dx.doi.org/10.5540/03.2025.011.01.0504


3

obtemos a equação

w = −σ (s− s−) +
(
s2 − s2−

)
. (7)

Agora podemos obter uma equação para s aplicando a primeira equação do sistema (5) na segunda
equação, juntamente com a equação (7), com isso obtendo a EDO

(ασ(σ − 2s) + 1)
ds

dη
= −σ (s− s−) +

(
s2 − s2−

)
. (8)

Utilizando os operadores determinados em (5) obtemos a seguir a EDO relacionada ao problema
original (1), i.e., a EDO

ds

dη
= −σ (s− s−) +

(
s2 − s2−

)
, (9)

onde as condições em (6) também são satisfeitas.
Note aqui que queremos estudar o comportamento assintótico e provar que a solução do sistema

(2) é estável e converge para a solução de (1) quando o tempo α vai a zero ou quando o tempo
evolui para o infinito.

A equação (8) representa a variável s na onda viajante para o sistema (2) e a equação (9)
representa variável s na onda viajante para a equação (1). Para facilitar nossa análise, vamos
chamar a solução de (8) de s1 e a solução de (9) de s2.

Das EDOs (8) e (9), obtemos, respectivamente,
ds1
dt

=
F (s1)

1 + αg(s1)

s1(0) = s−

e


ds2
dt

= F (s2)

s2(0) = s−,
(10)

onde s1 e s2 são funções de t (aqui reformulamos nosso problema apenas para facilitar a análise,
de modo que o domínio de integração será de 0 até +∞ e chamamos essa variável reformulada
de η como t), F (s) = −σ (s− s−) +

(
s2 − s2−

)
and g(s) = σ(σ − 2s). Note que F é uma função

Lipschitz contínua. Logo,

d

dt
(s2 − s1) =

F (s2)− F (s1) + αF (s2)g(s1)

1 + αg(s1)
. (11)

Pelo Teorema do Valor médio, existe um s no domínio da função F tal que

d

dt
(s2 − s1) =

F ′(s)(s2 − s1)

1 + αg(s1)
+

αF (s2)g(s1)

1 + αg(s1)
.

Aplicando o módulo na equação anterior, obtemos a desigualdade

d

dt
|s2 − s1| ⩽ Mα|s2 − s1|+ |α|Cα, (12)

onde,

Mα = max
s,s1

∣∣∣∣ F ′(s)

1 + αg(s1)

∣∣∣∣ e Cα = max
s1,s2

∣∣∣∣F (s2)g(s1)

1 + αg(s1)

∣∣∣∣ , (13)

com α fixado. Seja µ = |s2 − s1| uma função dependente de t. Então, podemos reescrever a
inequação(12) na forma

dµ

dt
⩽ Mαµ+ |α|Cα. (14)
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Logo, multiplicando (14) por e−Mαt, obtemos a inequação

d

dt

(
µe−Mαt

)
⩽ |α|Cαe

−Mαt. (15)

Integrando (15) de 0 a η e como µ(0) = 0, segue que

|s2 − s1| ⩽ |α|Cα

(
eMαt − 1

Mα

)
. (16)

Se α → 0 e 0 ⩽ t ⩽ T , então Cα e Mα convergem e |s2 − s1| → 0. Consequentemente, no limite,
s1 = s2. Vejam as figuras 1, 2 e 3 a seguir ilustrando a convergência da onda viajante no caso da
equação de Burgers, quando α tende a zero pela esquerda:
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Figura 1: α = −0.1. Fonte: dos
autores.
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Figura 2: α = −0.05. Fonte:
dos autores.
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Figura 3: α = −0.01. Fonte:
dos autores.

Nas figuras 1, 2 e 3, o gráfico vermelho de referência representa a onda viajante do problema
original enquanto os gráficos tracejados numéricos em azul representam as ondas viajantes da
equação relaxada com os seus respectivos valores de α. Nestas simulações, utilizamos s− = 3 e
s+ = 0.

3 Equação de Buckley-Leverett
Agora considere o problema (1) com a função de fluxo f : [0, 1] → R definida por

f(s) =
s2

s2 + 2(1− s2)
. (17)

Na equação de Buckey-Leverett, a função de fluxo possui um único ponto de inflexão sI , i.e, f é
uma função não-convexa a qual sua derivada é dada por

f ′(s) =
4s(1− s)

(s2 + 2(1− s)2)2
> 0, (18)

para todo s ∈ [0, 1]. De acordo com [6], existem alguns casos para os estados iniciais s− e s+ onde
a equação de Buckley-Leverett admite onda viajante, sendo um deles quando s+ < s− ⩽ sI . Este
é conhecido como o caso convexo, em que a função fluxo entre 0 e sI herda as mesmas propriedades
do caso Burgers.

De maneira análoga ao caso da equação de Burgers, obtemos a EDO:

ds

dη
= −σ (s− s−) + (f(s)− f(s−)) , (19)
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para o problema original e

(ασ(σ − f ′(s)) + 1)
ds

dη
= −σ (s− s−) + (f(s)− f(s−)) , (20)

para o problema relaxado. Das EDOs (19) e (20), respectivamente, temos
ds1
dt

=
F (s1)

1 + αg(s1)

s1(0) = s−

e


ds2
dt

= F (s2)

s2(0) = s−,
(21)

onde s1 e s2 são funções de parâmetro t, F (s) = −σ (s− s−)+(f(s)− f(s−)) e g(s) = σ(σ−f ′(s)).
Para o caso convexo, a demonstração da convergência da onda viajante é similar ao caso de Burgers.
As figuras 4, 5 e 6, mostram a convergência para o caso da equação de Buckley-Leverett convexo
quando α tende a zero pela esquerda.
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Figura 4: α = −10.0. Fonte:
dos autores.
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Figura 5: α = −1.0. Fonte: dos
autores.
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Figura 6: α = −0.1. Fonte: dos
autores.

Nas figuras 4, 5 e 6, o gráfico vermelho de referência representa a onda viajante do problema
original enquanto os gráficos tracejados numéricos em azul representam as ondas viajantes da
equação relaxada com os seus respectivos valores de α. Nestas simulações, utilizamos s− = 0.45 e
s+ = 0.

4 Considerações Finais
Os resultados obtidos em [3] indicam que a técnica de relaxação utilizada é eficaz e pode ser

aplicada em vários modelos. Neste trabalho, reforçamos a eficácia da técnica aplicando no estudo
de ondas viajantes, mostrando-se bastante promissor o seu uso em problemas mais complexos.
Observe que no caso de Burgers, conseguimos uma boa aproximação com o valor de α igual a
−0.01. No caso de Buckley-Leverett convexo, conseguimos uma convergência muito mais rápida
do que no caso de Burgers, usando valores de α igual a −1.0 e −0.1.
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