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Resumo. Neste trabalho, propoe-se um estudo da convergéncia da onda viajante, baseado em uma
abordagem de relaxacdo aplicada a equagdes diferenciais parciais nao lineares do tipo convecgao-
difusao na qual a mesma é reformulada em um sistema acoplado de leis de balanco hiperboélicas com
termo de fonte singular. Para os problemas de Burgers e de Buckley-Leverett onde as ondas viajantes
sdo admissiveis, mostramos formalmente que a onda viajante do problema relaxado converge para
a onda viajante do problema original quando o parametro de relaxacdo tende a zero (situagao
de equilibrio). Realizamos também experimentos numéricos para estes modelos evidenciando a
convergéncia da onda viajante e mostrando a efetividade da abordagem analitico-numérica para a
classe de modelos do tipo convecgao-difusdo.
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viajante, abordagem analitico-numérica

1 Introducao

Técnicas de relaxagao vém sendo utilizadas ha véarios anos para modelagem e estabilizacao de
solugbes em sistemas de equagdes hiperbélicas [7-10].

Para problemas descritos por sistemas hiperbolicos gerais [5], sistemas triangulares 1D [4] e pro-
blemas dados por equagoes parabolicas do tipo convecgao-difusao multidimensionais nao-lineares
degeneradas [1], a teoria geral é bastante complexa. Além disso, [2] e suas referéncias mostram
como a solugdo numérica de sistemas hiperbolicos multidimensionais sao dificeis de obter. Com es-
tas motivagoes, em [3] os autores propuseram uma modelagem de relaxacao eficaz para os modelos
do tipo convecgao-difusao nao-lineares 1-dimensional

Os N af(s) 0 (eB(s)ad(s)

ot oxr  Ox
s(x,0) = so(z), ze€R.

= o ), (z,t) € R x (0, +00),

(1)

onde s = s(z,t), € &€ um pardmetro positivo e B(s) é o termo difusivo que também é positivo.
Além disso, assumimos que dd/ds > 0. Estas hipdteses sdo importantes porque elas representam
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a dissipagao dos termos difusivos. Utilizando a técnica de relaxagdo proposta em [3], obtemos o
seguinte sistema de lei de balango acoplado nas variaves s e w

oty (7(s) ~w) =0

(2)
ow N 9 <d(s)> W
ot 9z \ « eaB(s)’

onde a negativo é o pardmetro de relaxagao.
Neste trabalho, vamos considerar a Equagao (1) com a condigao inicial

s_, se x<0
so(z)—{ sy, se x>0, (3)

onde s_ e s sao devidamente escolhidos e a fungao f formula a equacao de Burgers e a de Buckley-
Leverett. O foco, aqui, é demonstrar que a onda viajante associada ao problema (2) converge para
a onda viajante do problema original (1) quando o pardmetro de relaxagdo « tende a zero pela
esquerda.

2 Equacao de Burgers

Considere o Problema (1) com a fungao de fluxo f(s) = s? e a condigao inicial (3) onde s_ > s.

Primeiro vamos estudar a existéncia da onda viajante. Vamos procurar uma solu¢ao numa variavel
auto-similar 7, ou seja, s(z,t) = s(n) e w(z,t) = w(n), com n = £=2¢ onde o ¢ a velocidade de
choque dada pela relacao de Rankine-Hugoniot

s7 — s> =o(sy —s_).

Entao,

O _don_1lad
Or dnox edn’ (@)
9 donp_ od

ot dpot  edy

Substituindo s = s(n) e w = w(n) em (2), usando (4) e apos algumas manipulacoes algébricas,
obtemos o seguinte sistema de EDOs

s d gy _du
dn — dn dn’ (5)
dw w 1lds

—— = — — ——

dn o ady
Para solucoes do tipo onda viajante, as condigoes

lim s(n) =s_ e lim s(n) = sy (6)

n——o0 n—00
devem ser satisfeitas. Como lim s(n) = s_, entdo € — 0, consequentemente, lim w(n) = 0.
n——o0 n——o0
Integrando a primeira equagao do sistema (5) de —oo para 7, i.e.,

Todw() ds(§) T ods(€)?
/_oo ac df‘_"/_oode“/_oo ae %

DOI: 10.5540/03.2025.011.01.0504 010504-2 © 2025 SBMAC


http://dx.doi.org/10.5540/03.2025.011.01.0504

Proceeding Series of the Brazilian Society of Computational and Applied Mathematics. v. 11, n. 1, 2025.

obtemos a equagao
w=—0(s—s_)+ (s*—s2). (7)

Agora podemos obter uma equagao para s aplicando a primeira equagao do sistema (5) na segunda
equagdo, juntamente com a equagao (7), com isso obtendo a EDO
ds 9 9
(aa(a—2s)—|—1)d—:—a(s—s,)—i—(s —s2). (8)
n
Utilizando os operadores determinados em (5) obtemos a seguir a EDO relacionada ao problema
original (1), i.e., a EDO

Z—;:—a(s—s,)—&—(f—s%), 9)
onde as condigdes em (6) também sdo satisfeitas.

Note aqui que queremos estudar o comportamento assintotico e provar que a solugao do sistema
(2) & estavel e converge para a solucdo de (1) quando o tempo « vai a zero ou quando o tempo
evolui para o infinito.

A equagdo (8) representa a variavel s na onda viajante para o sistema (2) e a equagdo (9)
representa variavel s na onda viajante para a equagao (1). Para facilitar nossa andlise, vamos
chamar a soluc@o de (8) de s; e a solucao de (9) de sa.

Das EDOs (8) e (9), obtemos, respectivamente,

dsy . F(Sl) dss

At 14 ag(s)) e dt
51(0) = s_ s2(0) = s,

= F(s2) (10)

onde s1 e s9 sao fungdes de ¢ (aqui reformulamos nosso problema apenas para facilitar a analise,
de modo que o dominio de integracao serd de 0 até +oco e chamamos essa variavel reformulada
de n como t), F(s) = —o (s —s_) + (s> — s2) and g(s) = o(c — 2s). Note que F' é uma funcao
Lipschitz continua. Logo,

d F - F F
7(82_81) _ (82) (81)+OZ (82)9(81). (11)
dt 1+ ag(s1)
Pelo Teorema do Valor médio, existe um § no dominio da fun¢ao F' tal que
_ F'(3)(s2 —51) | aF(s2)g(s1)
f(SQ — 81) = .
dt 1+ ag(sy) 14+ ag(sy)
Aplicando o médulo na equacdo anterior, obtemos a desigualdade
d
£|32—31| < Mylsa — 1]+ || Ca, (12)
onde,
F'(s F
M, = max _FG) e C, = max Fls2)9(s1) ) (13)
551 |1+ ag(s) sis2 | 1+ ag(s)
com « fixado. Seja p = |s2 — s1| uma fungdo dependente de t. Entdo, podemos reescrever a
inequagao(12) na forma
d
& < Mop+|a|Ca (14)
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4
Logo, multiplicando (14) por e=M=* obtemos a inequacio
% (pe™ Moty < a|Cue™ Mot (15)
Integrando (15) de 0 a n e como u(0) = 0, segue que
|sa — 81| < |a|Cy (ej\/f;\;a—l) . (16)

Sea—0e0<t<T,entdo Cy e M, convergem e |s3 — 51| — 0. Consequentemente, no limite,
$1 = S3. Vejam as figuras 1, 2 e 3 a seguir ilustrando a convergéncia da onda viajante no caso da
equagao de Burgers, quando « tende a zero pela esquerda:

3.5 3.5 3.5

—REF —REF
= = Numerical 3 - = Numerical

—REF
= = Numerical

Figura 1: a = —0.1. Fonte: dos Figura 2: a = —0.05. Fonte: Figura 3: o = —0.01. Fonte:
autores. dos autores. dos autores.

Nas figuras 1, 2 e 3, o gréafico vermelho de referéncia representa a onda viajante do problema
original enquanto os graficos tracejados numeéricos em azul representam as ondas viajantes da
equagao relaxada com os seus respectivos valores de . Nestas simulagoes, utilizamos s_ = 3 e
S4 = O

3 Equacao de Buckley-Leverett

Agora considere o problema (1) com a fungao de fluxo f : [0,1] — R definida por

82

= 17
1(s) 52 4+ 2(1 — s?) (17)
Na equacao de Buckey-Leverett, a fungao de fluxo possui um tnico ponto de inflexao sy, i.e, f é

uma func¢ao nao-convexa a qual sua derivada é dada por

4s(1 — s)

F'e) = aa =y

>0, (18)

para todo s € [0, 1]. De acordo com [6], existem alguns casos para os estados iniciais s_ e s; onde
a equagao de Buckley-Leverett admite onda viajante, sendo um deles quando s; < s— < s7. Este
é conhecido como o caso convexo, em que a funcao fluxo entre 0 e s; herda as mesmas propriedades
do caso Burgers.

De maneira anédloga ao caso da equagao de Burgers, obtemos a EDO:

ds
d77=—0(8—8—)+(f(8)—f(8—)), (19)
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)
para o problema original e
ds
(ao(o — f'(s)) +1) an - (s—=s-)+(f(s) = f(s-)), (20)
para o problema relaxado. Das EDOs (19) e (20), respectivamente, temos
dsq _ F(Sl) dss
dt 1+ ag(s) e dt Fls2) (21)
51(0) = s_ $2(0) =s_,

onde s e s sdo fungdes de pardmetro t, F(s) = —o (s —s_)+(f(s) — f(s=)) e g(s) = a(o—f'(s)).
Para o caso convexo, a demonstracao da convergéncia da onda viajante é similar ao caso de Burgers.
As figuras 4, 5 e 6, mostram a convergéncia para o caso da equagao de Buckley-Leverett convexo
quando « tende a zero pela esquerda.

0.45 0.45

——REF ——REF ——REF
= = Numerical 0.4 = = Numerical 0.4 = = Numerical

60 80 -20 0 20 40 60 80 -20 0 20 40 60 80
t t

Figura 4: o = —10.0. Fonte: Figura 5: o = —1.0. Fonte: dos Figura 6: a = —0.1. Fonte: dos
dos autores. autores. autores.

Nas figuras 4, 5 e 6, o grafico vermelho de referéncia representa a onda viajante do problema
original enquanto os gréaficos tracejados numéricos em azul representam as ondas viajantes da
equagao relaxada com os seus respectivos valores de . Nestas simulagoes, utilizamos s_ = 0.45 e
s+ =0.

4 Consideracoes Finais

Os resultados obtidos em [3] indicam que a técnica de relaxagao utilizada é eficaz e pode ser
aplicada em varios modelos. Neste trabalho, reforgamos a eficicia da técnica aplicando no estudo
de ondas viajantes, mostrando-se bastante promissor o seu uso em problemas mais complexos.
Observe que no caso de Burgers, conseguimos uma boa aproximagao com o valor de « igual a
—0.01. No caso de Buckley-Leverett convexo, conseguimos uma convergéncia muito mais rapida
do que no caso de Burgers, usando valores de « igual a —1.0 e —0.1.
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