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Resumo. Dois problemas tipicos na literatura sao considerados: problemas de programagao ma-
tematica com restrigdes de complementaridade (do inglés, MPCC) e problemas com restrigao de
cardinalidade (do inglés, MPCaC). Ambos nao satisfazem a maioria das condigbes de qualificagao
estabelecidas, logo ndo ha garantia de que métodos convirjam a pontos KKT. A convergéncia de
métodos Lagrangeano aumentado (LA) classicos em MPCCs foi considerada na literatura. Recente-
mente, um novo método LA para MPCCs com boa convergéncia teorica foi proposto e, mais tarde,
estendido &8 MPCaCs. Embora similar &8 MPCC, MPCaCs séo, de certa forma, menos degenerados,
0 que permite maior flexibilidade para confec¢ao de algoritmos especializados. Neste trabalho des-
tacamos avancos no estudo de MPCCs e MPCaCs, com énfase em contribui¢oes recentes do autor
na convergéncia de um método LA de segunda ordem aplicado aos problemas considerados.

Palavras-chave. Lagrangeano aumentado. Segunda ordem. Restri¢ées de complementaridade.
Restri¢ao de cardinalidade

1 Introducao

Este trabalho aborda os principais resultados obtidos pelo autor e colaboradores em [6, 14,
15], bem como proposta em andamento sobre o tema. Consideramos o problema de programagao
matemdtica com restri¢ées de complementaridade (MPCC) dado por

mgn f(z) sa G(z)<0, Hz)=0, g(z) >0, h(z) >0, g(z)Th(x) <0. (MPCCQ)

As altimas restrigoes dizem que, para cada 4, g;(x) = 0 ou h;(z) = 0 em pontos viaveis, e ddo nome
ao modelo. Supomos f:R* - R, G:R* =R, H:R®" - R%e g, h:R" — R™ de classe C?.

MPCCs surgem em varios contextos, e a aplicagao de diferentes métodos de otimizagao foi consi-
derada. Consulte [6] para referéncias. (MPCC) pode ser visto como um problema de programacao
nao linear padrao. No entanto apresenta alto grau de degeneracao, pois a maioria das condi¢oes
de qualificacao (CQ) padrao nao se verificam. Isso justifica o tratamento especial devotado na
literatura. Em particular, o presente trabalho dedica-se a convergéncia de métodos Lagrangeano
aumentado (LA) a MPCCs e ao seu problema correlato com restrigao de cardinalidade.

Na secao 2 recuperamos os métodos LA ALGENCAN [1] e ALGENCAN-SECOND |[2], bem como
conceitos fundamentais relacionados aos problemas considerados. Nas se¢bes 3 e 4 apresentamos
os principais resultados de convergéncia. Finalmente, a se¢ao 5 traz as consideragoes finais.
Notagao: Dado z € R”, (2)4+ = ((#1)+,---,(2n)+) € 21 = (Ziy, .-, 2i,) € RTonde I = {i1,...,%};
V Q7 é a matriz cujas colunas sdo os gradientes das componentes de ) : R” — R com indices em
I; {ex} | O significa e > 0, Vk, e limy e, = 0; span .S é o espaco gerado pelo vetores de S C R™;
Amin(A4) € o menor autovalor de A; Ig(z) = {i| Qi(2) = 0}; || - || e || - ||o denotam as normas
Euclideana e do méximo, respectivamente.
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2 Preliminares

Consideremos o problema geral de programacao nao linear
min f(z) sa G(z)<0, H(z)=0. (P)

H) e RS x R? e p > 0 definimos a funcdo Lagrangeano L(z, p) =

f)+ (uHTG(x) + ()T H(x), e a fungio Lagrangeano aumentado
=/

1
Ly(w, 1) = f(x) + p/2[| (1€ /p+ G(@)+ | + | /p + H()|P].

Um ponto vidvel 2* de (P) é KKT se existe um vetor de multiplicadores p* = (u&*, uf*) €
RS x R? tal que V,L(z*, p*) = 0 e (u&*)TG(z*) = 0. Como & sabido, as condi¢des KKT por si
mesmas nao formam uma condi¢ao necessaria de otimalidade; para tanto é comum impor alguma
CQ. Existem varias CQs na literatura, consulte [3] para uma visdo geral.

Para todos z € R”, p = (éLG,u

(z
(z

2.1 Meétodos LA para Problemas Gerais

Consideramos o “método LA de primeira ordem” ALGENCAN [1], que é base para o “método
LA de segunda ordem” ALGENCAN-SECOND [2]. Ambos consistem em resolver aproximadamente,
a cada iteragao,

min Ly(z,p) sa z€Q (1)

com p e p fixos, e onde em {2 estao as restricoes nao penalizadas. Na pratica, ambos os métodos sao
capazes de lidar com restrigoes de caixa em Q (consulte [15] para detalhes), mas vamos supor Q =
R™ por simplicidade. A diferenca basica de ALGENCAN-SECOND para seu par de primeira ordem
esta na resolugdo de (1): enquanto a iteracdo de ALGENCAN requer apenas pontos estacionarios
de primeira ordem de (1), em ALGENCAN-SECOND, o iterando z* satisfaz adicionalmente uma
condigao necessaria de segunda ordem aproximada, dada pela e-Hessiana aproximada

q
V2L(w,p) = V2, L(z, i) +p Y VGi(x)VGi(x)" +p > VH;(x)VH(z)"
i€l (x) i=1

onde % = (u% + pGQ)y, i =y +pH e I.(z) = {j | 1/\/ﬁ(u]G +pG,(x)) > —e}. A relaxagdo na
ativacao das restrigoes de desigualdade em I, contorna o fato da Hessiana de L, nao estar definida
se (u$ + pGi(x))s = 0 para algum 4. Para uma justificativa detalhada, consulte [2, 15].

Os métodos sao apresentados no Algoritmo 1. No passo 1, ¥ deve satisfazer uma condicio
de otimalidade aproximada para (1), de primeira ou segunda ordem. Podemos em tese utilizar
qualquer método de otimizagao irrestrita (ou para minimiza¢do em caixas). Para os mais recentes
resultados de convergéncia tedrica do Algoritmo 1 para (P), consulte [3, 15].

2.2 Estacionaridade para MPCCs
Além da funcao Lagrangeano L(z, u), consideramos a fungao Lagrangeano-MPCC
L(z,\) = L(z, (A,0)) = f(z) + A)"G(z) + AT H(z) — () g(z) — (\")h(x),

onde z € R" e A = (A9, AT N9, Ah) € RS x RY x R?™. Seja Io(z) = I,(x) N I (x).

Definicao 2.1 ([15, Defini¢oes 2.1 e 2.3]). Um ponto vidvel * de (MPCC) ¢ fracamente esta-
ciondrio (W-estaciondrio) se existe A € R% xRIXR?™ tal que V,L(z*,\) =0, )\!I]h(w*)\lg(x*) =0e
)\]}Q(I*)\Ih(ai*) = 0. Por sua vez, um ponto W-estaciondrio z* é chamado Clarke (C-)estaciondrio
se A -\ > 0,Vi € Iy(2*); Mordukhovich (M-)estaciondrio se \! - A\ =0 ou (A, \! > 0),

?
Vi € Ip(z*); e fortemente estaciondrio (S-estaciondrio) se X! >0 e A\ > 0,Vi € Iy(z*).

DOI: 10.5540/03.2025.011.01.0351 010351-2 © 2025 SBMAC


http://dx.doi.org/10.5540/03.2025.011.01.0351

Proceeding Series of the Brazilian Society of Computational and Applied Mathematics. v. 11, n. 1, 2025.

Algorithm 1 ALGENCAN / ALGENCAN-SECOND

Sejam pG, > 0, pl < pH 4> 1,0 <7 < 1e {87 {ehess}, {el™} | 0. Sejam ainda
pet e [0,uS, 1%, pt e [pf  pl. 17 e py > 0. Inicialize k < 1.

Passo 1. Calcule z* satisfazendo uma das condicoes

o VoL, (@, 1h)] < 5 (ALaENCAN);

o | VoL, (a5, ub)| < e e )\min(vig,,,ka (xF, k) > —eless (ALGENCAN-SECOND).
Passo 2. Defina V¥ = max{G(z*), —pu%*/pr}. Se k > 1 e max{|H(x")|loo, ||[V*]l0c} <
7 max{||H (21| oo, [VF|leo}, defina pri1 = pr. Caso contrario, defina pry1 = vpr.

Passo 3. Calcule @kt € [0, uG )5, p* L e [pf  pf ]9, k < k + 1 e v para o Passo 1.

Claramente S = M = C = We-estacionaridade, mas as reciprocas nao valem em geral [15].
Nenhum desses conceitos constitui uma condigdo otimalidade; CQs especificas para (MPCC) sao
definidas. No que segue, S(x,Zq,Zn,Zy,Zn) = {VGz,(x),VHz, (2),Vgz,(2), Vhz, (2)}.

Definigao 2.2 ([15, Definigoes 2.2 e 2.4]). Seja z* ponto vidvel de (MPCC).

1. x* satisfaz a CQ de independéncia linear dos gradientes das restri¢gées ativas para
MPCC (do inglés, MPCC-LICQ) se o conjunto dos gradientes das restri¢oes ativas em x*,
S(z*, Ig(x*),{1,...,q}, I4(z*),{1,...,m}), € LL

2. Sejam Ty C {1,...,q}, Iy C Iy(ax*)\In(z*) e Iy, C Ip(x*)\Iy(x*) tais que S(x*,0,Zy, Ty, Ih)
constitua uma base para o subespago spanS(z*,0,{1,...,q},I,\In, In\Iy). Dizemos que x*
satisfaz a CQ de dependéncia linear positiva constante relaxada para MPCC (do
inglés, MPCC-RCPLD) se existir uma vizinhanga U(x*) de x* tal que

e span S(z,0,{1,...,q}, Iy(x*)\Ip(z*), In(x*)\I4(2*)) tem o mesmo posto Yx € U(z*);

e para cada I C Ig(x*) e IS,I,? C Io(x*), se existirem NG, N NI NP néo todos nu-
los, satisfazendo A > 0, N'AY = 0 ou A, > 0 Vi € Iop(z*) e VG, (z*)AE, +
VHz, (¢*)\F, —ngguzg(fﬂ*))\%guzg —Vhz,uzo (x*))\%Lng =0, entao S(z*,Z¢, LIy, LyV
19,7, UT)) € LD para todo = € U(x*).

MPCC-LICQ implica estritamente MPCC-RCPLD, que por sua vez engloba o caso em que
G, H,ge h séo fungodes afins. Consulte [4] para uma descrigdo das CQs para MPCC.

E sabido que KKT para (MPCC) é equivalente a S-estacionaridade, e que este conceito pode nao
valer em minimizadores de (MPCC) mesmo quando G, H, g e h s@o afins (veja [15, Exemplo 2.5]).
Por outro lado, minimizadores locais de (MPCC) sao W/C/M-estacionarios sob varias MPCC-CQs,
como MPCC-LICQ e MPCC-RCPLD (veja [15, Teorema 2.4]).

2.3 Problemas com Restricao de Cardinalidade

Consideremos o problema
min f(z) sa G(z) <0, Hz)=0, ||z]o < «, (2)
x
onde 0 < o < n é um inteiro e ||z|o é definido como a quantidade de coordenadas nao nulas de

x. A ultima restrigdo é chamada restri¢cdo de cardinalidade. Este problema possui aplicagdes em
otimizagdo de portfolio, compressing sense, dentre outras; veja [7, 12] e referéncias.

DOI: 10.5540/03.2025.011.01.0351 010351-3 © 2025 SBMAC


http://dx.doi.org/10.5540/03.2025.011.01.0351

Proceeding Series of the Brazilian Society of Computational and Applied Mathematics. v. 11, n. 1, 2025.

A pseudo-norma || - || ndo é uma fungao continua, portanto, visando a aplicacdo de métodos
de otimizacao tradicionais, é comum trabalhar com sua relaxagao

min f(z) sa G(z) <0, Hx)=0,n—1"y<a, y<1, 2%y =0, (MPCaC)
a:7y
onde 1 é o vetor n-dimensional de 1’s e z xy = (2141, ..., ZnYn) € 0 produto de Hadamard entre

x e y. Neste modelo, a variavel auxiliar y visa contar as coordenadas nulas de z (note que y; > 0
implica x; = 0), que devem ser no minimo em quantidade n — a.

Minimizadores globais de (2) e (MPCaC) coincidem, mas o mesmo nao ocorre entre minimiza-
dores locais [8]. Apesar disso, pontos estacionarios de (MPCaC) sao considerados bons candidatos
a solugao de (2). O modelo (MPCaC) se assemelha a (MPCC) na medida em que possui as restri-
¢oes x;y; = 0. Assim, o conceito de M-estacionaridade para MPCCs (Defini¢ao 2.1) é importado
para o contexto de MPCaCs. De maneira similar, definimos a fungao Lagrangeano-MPCaC

LMPCC (2, \) = f(z) + (W) G(a) + M) TH(2) + (X) e,

que é a fungao Lagrangeano usual para o problema apertado “min, f(x) s.a. G(z) <0, H(z) = 0,
x; = 0,Vi:xf =07 obtido de (MPCaC) pela fixacdo de componentes nulas no ponto alvo z*.

Definigdo 2.3. Um ponto vidvel x* de (MPCaC) ¢ dito M-estaciondrio se eviste A = (A%, \H |
A°) € RS x RY x R™ tal que V,LMPCC(z* X) =0, A TG(z*) =0 e X+ z* = 0.

Ao contrario de MPCCs, M-estacionaridade é equivalente & KKT para (MPCaC) mediante um
simples ajuste de y [12, Proposi¢ao 2.3], o que faz este conceito ser considerado o ideal no contexto
de MPCaCs.

3 Convergéncia de LA em MPCCs

Em [10] foi mostrado que sob MPCC-LICQ, ALGENCAN converge a pontos pelo menos C-
estacionarios. Mais ainda, quando certa sequéncia dual associada & complementaridade é limitada,
entdo ha convergéncia a pontos S-estacionarios sob MPCC-LICQ [10, Teorema 3.2]. O teorema a
seguir estende este ultimo caso, mostrando que o mesmo vale sob MPCC-RCPLD.

Teorema 3.1 ([6, Teorema 3.1]). Seja {x*} uma sequéncia gerada por ALGENCAN e x* um ponto
de acumulacdo vidvel seu, digamos, limpcx ¥ = 2*. Se a sequéncia de multiplicadores da com-
plementaridade {(u°* + prg(z¥)Th(z*)) L }rex possui uma subsequéncia limitada e vale MPCC-
RCPLD em x*, entdo x* € S-estaciondrio. Caso contrdrio, x* € pelo menos C-estaciondrio desde
que valha MPCC-LICQ.

O teorema a seguir trata da convergéncia de ALGENCAN-SECOND em MPCCs. Nele utilizamos
a notagao de “grande O”, comum em complexidade computacional.

Teorema 3.2 ([6, Teorema 3.2]). Seja {z*} uma sequéncia gerada por ALGENCAN-SECOND e x*
um ponto de acumulagdo vidvel seu, digamos, limex 2% = x*. Se {(u®* + prg(x®)Th(z*))1 }rex
possui uma subsequéncia limitada e vale MPCC-RCPLD em x*, entao x* é S-estaciondrio. Caso
contrdrio, se x* satisfaz MPCC-LICQ e eiu” = O(1/\/pr) entao este ponto € pelo menos M-
estaciondrio.

Os Teoremas 3.1 e 3.2 ndo podem ser estendidos a M e S-estaciondrios, respectivamente (veja
os Exemplos 3.1 e 3.2 de [15]). E importante observar que o controle de velocidade do decaimento
da precisao 62111 exigida no Teorema 3.2 é implementavel, ja que efc‘m e pi sao definidos antes do
passo 1 do Algoritmo 1. Informagdes de segunda ordem foram usadas anteriormente na literatura

para obter convergéncia a pontos M-estacionarios em outros métodos, consulte a secdo 3 de [15].
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Resultados Numéricos. ALGENCAN-SECOND foi implementado sobre a versao 3.0.0 beta de
ALGENCAN (www.ime.usp.br/"egbirgin/tango). Consulte [6] e o capitulo 4 de [15] para a com-
pleta descricdo das estratégias numéricas adotadas. Os testes foram realizados com problemas da
coletanea MacMPEC (www.mcs.anl.gov/~leyffer/MacMPEC). Em linhas gerais, os métodos de
primeira e segunda ordens comportaram-se de maneira muito semelhante. Em 3 problemas é possi-
vel observar que, enquanto ALGENCAN tende a atingir pontos apenas C-estacionérios, ALGENCAN-
SECOND atinge S-estacionarios como a teoria sugere. Mais ainda, o método de segunda ordem
“atingiu limites” melhores que ALGENCAN em outros dois problemas de médio porte.

Ainda que estratégias para mitigar o custo computacional de computagoes de segunda ordem
tenham sido consideradas, seu tempo de execucao é um gargalo. No entanto, uma estratégia alter-
nativa [15] especifica para MPCCs apresentou custo médio apenas 4% maior que o de ALGENCAN.

4 Convergéncia de LA em MPCaCs

Em [12, 13], a convergéncia global de ALGENCAN em (MPCaC) foi analisada, enquanto que
em [14] a convergéncia de ALGENCAN-SECOND a pontos de segunda ordem foi estabelecida. Para
tanto, um novo conceito de estacionaridade de segunda ordem adaptado & MPCaCs foi proposto:
dado z* viavel, definimos o cone linearizado em z*

Tin(z*) = {d € R™ | VG,i(z*)'d < 0,i € I,(2*), VH(z*)'d =0, d; = 0,i € In(z*)}.

Definigao 4.1 ([14]). Um ponto M-estaciondrio * para (MPCaC) € dito estaciondrio fraco
de segunda ordem (do inglés, MPCaC-WSONC) se existe um multiplicador A associado a x* tal
que dT'V2, LMPOAC (1 \)d > 0, Vd € CV (2*) = {d € Tin(2*) | VGi(2)Td =0, i € I,(z*)}.

A convergéncia de ALGENCAN-SECOND & pontos MPCaC-WSONC é apresentada no Teo-
rema 4.1 sob uma adaptagdo da CQ de posto constante relaxado (do inglés, RCRCQ) para progra-
magao padrao. Note que enquanto ALGENCAN-SECOND converge somente a pontos estacionarios
de primeira ordem de (MPCC) (Teorema 3.2) — e ndo ha outra expectativa [15] —, a convergéncia
em (MPCaC) &, de fato, a pontos de segunda ordem. Isso indica que (MPCaC) é, de certa forma,
mais proximo do modelo padrao (P) do que de (MPCC) em termos do nivel de degeneragao [14].

Definicao 4.2 ([14]). Dizemos que a CQ de posto constante relaxado para MPCaC (MPCaC-
RCRCQ) vale no ponto vidvel x* se, para todo T C Iy(x*), os gradientes Vg;(z),i € I, Vhj(x),j €
{1,...,p}, €1 € Ip(x*) mantém o posto em uma vizinhanga de x*.

MPCaC-RCRCQ é uma CQ de segunda ordem, isto ¢, todo minimizador local de (MPCaC) é
ponto MPCaC-WSONC [14]. O Algoritmo 1 gera uma sequéncia {y*}, que possui subsequéncia
limitada desde que {z*} a tenha [12, Proposicdo 4.1|. Logo, assumimos no teorema a seguir que
{y*} possui ponto de acumulagio.

Teorema 4.1 ([14]). Seja {(z*,y*)} uma sequéncia gerada por ALGENCAN-SECOND e (z*,y*) um
ponto de acumulagao vidvel para (MPCaC). Suponha que x* satisfaga MPCaC-RCRCQ e que
exista § > 0 e ¢ : U — R (U vizinhanga aberta de (x*,y*)) tais que lim, yy_s (5= ) @(2,y) =0 ¢,
para cada (z,y) €U, |P(z,y) — P(z*,y*)| < p(z,y)|[VO(z,y)|, onde

O(z,y) = |G(@)+]* + [|H(@)]* + (n = 1Ty — a)Z + [(y = 1)+ | + [l * g
é a medida de inviabilidade para (MPCaC). Entdo x* é ponto MPCaC-WSONC.

A hipotese sobre a medida de inviabilidade no Teorema 4.1 é conhecida como desigualdade de
Kurdyka-Lojasiewicz generalizada (do ingles, GKL). E empregada em resultados de convergéncia
do Algoritmo 1 (veja por exemplo [4, 14]), e vale quando G, H s@o analiticas.
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Observagao 4.1. Em [1}] é definida uma estacionaridade forte de segunda ordem, onde o subes-
pagco CW (z*) € substituido pelo cone C°(x*) = {d € Tin(2z*) | Vf(2*)Td < 0}. Porém, é consenso
que algoritmos apenas sao capazes de atingir pontos “fracos” de sequnda ordem; veja [5] e refe-
réncias. Cabe ressaltar que em [7] é definida uma condi¢iao de segunda ordem tomando um cone
linearizado maior que Tin(z*) (portanto a estacionaridade resultante é mais forte), porém nenhum
algoritmo com convergéncia global associada é apresentado como o titulo do trabalho pode sugerir.

A resolugao de (MPCaC) visto como um problema de programagao néo linear usual carrega a
variavel y, tal como em [12-14] e no Teorema 4.1. Apesar de y poder ser ajustado na otimalidade
para atestar M-estacionaridade [12, Proposicao 2.3], isso nao é feito automaticamente pelos métodos
usuais. Logo, é interessante que métodos adaptados & (MPCaC) trabalhem somente com z, ou
que “corrijam automaticamente” y. Em [9] um método LA pratico para (MPCC) que mantém a
complementaridade nos subproblemas foi proposto, técnica posteriormente descrita para (MPCaC)
em [11]. Este LA (de primeira ordem) consiste em trocar (1) por

min £(@)+ p/2[| (1 p+ G@) [P+ o+ H@)IP] sa n-1Ty <o,y <1, a4y =0. (3

Note que y tem papel auxiliar e a fungao objetivo s6 possui . O modelo (3) é resolvido por
um método de gradiente espectral projetado adaptado as restrigoes nao convexas x * y = 0, cuja
viabilidade numérica baseia-se na separabilidade de seus subproblemas. Somente z* da solucdo de
(3) é retornada para a iteragao externa do Algoritmo 1. O método LA resultante converge a pontos
M-estacionérios sob MPCaC-CQs pouco exigentes e sem a necessidade da desigualdade GKL [11].

Inspirado no método LA de primeira ordem que adota (3) como subproblema, estd em anda-
mento a proposigao de um LA adaptado & (MPCaC) com convergéncia a pontos MPCaC-WSONC
sob MPCaC-RCRCQ. A primeira vista, bastaria exigir condicoes de segunda ordem, tais como as
de ALGENCAN-SECOND (Algoritmo 1), sobre (3). Porém, isso ndo é razoavel do ponto de vista
numérico pois a presenga de Hessianas destréi a separabilidade necessaria para uma implemen-
tagdo razoavel. Assim, separamos a resolugdo de (3) em dois passos: o primeiro computa um
ponto M-estacionario z* da maneira descrita em [11]; o segundo reduz o problema & uma face de
{x € R™ | x; = 2F, Vi}. Este tltimo problema nao possui restri¢des de complementaridade, e logo
pode ser resolvido & pontos estacionarios de segunda ordem de maneira usual.

5 Conclusoes

O presente trabalho é um resumo das contribui¢ées dadas pelo autor e colaboradores em |[6,
14, 15] sobre a convergéncia de métodos LA sobre MPCCs e MPCaCs. Estendemos os resultados
de convergéncia de métodos LA de primeira ordem desenvolvidos em [10]. Ademais, provamos
um novo resultado sobre a convergéncia do método LA de segunda ordem ALGENCAN-SECOND |[2]
sobre MPCCs [6]. Apresentamos ainda propostas para uma implementagio pratica de ALGENCAN-
SECOND, bem como uma alternativa especifica para MPCCs que minimiza o tempo computacional
gasto com computagoes de segunda ordem [6, 15]. Em relagdo & MPCaCs, definimos um novo con-
ceito de estacionaridade de segunda ordem adequada & convergéncia de algoritmos, em particular
a de ALGENCAN-SECOND sobre MPCaCs [14]. Apresentamos ainda uma proposta em desenvolvi-
mento de um método LA de segunda ordem que evita trabalhar com variaveis auxiliares.
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