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Resumo. Métodos de Lagrangianos Aumentados são amplamente estudados e usados para soluci-
onar problemas de Otimização não linear com restrições de igualdade e desigualdades. Algencan é
um algoritmo de Lagrangiano Aumentado com salvaguardas bem estabelecido com vários resultados
de complexidade, convergências e de desempenho computacional. Os subproblemas do Algencan
são resolvidos utilizando um método de restrições ativas chamado de Gencan. Neste trabalho mos-
tramos resultados numéricos para duas modificações do Gencan utilizando somente informação de
primeira ordem e comparamos com a versão corrente de Gencan.
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1 Introdução

Estamos interessados em problemas de programação não linear definidos da seguinte forma:

Minimizar f(x)
sujeita a h(x) = 0

g(x) ≤ 0
x ∈ Ω,

(1)

onde h : Rn → Rm, g : Rn → Rp, f : Rn → R são contínuas e Ω ⊂ Rn é um conjunto fechado.
Daqui em diante, ∥ · ∥ representa a norma Euclidiana, ∥ · ∥∞ representa a norma infinito e v+
significa max{0, v}. O conjunto R+ será o conjunto dos números reais não negativos.

Otimização não linear é uma área da matemática amplamente estudada, tanto na parte teórica
quanto na parte prática [22]. Existem vários métodos para a resolução de problemas modela-
dos como (1), por exemplo, o método de Lagrangiano Aumentado baseados em Powell-Hestenes-
Rockafellar (PHR) [16, 26, 27] que utiliza a função de Lagrangiano Aumentado dada por:

Lρ(x, λ, µ) = f(x) +
ρ

2

{ m∑
i=1

[
hi(x) +

λi

ρ

]2
+

p∑
i=1

[(
gi(x) +

µi

ρ

)
+

]2}
(2)

para todo x ∈ Rn, λ ∈ Rm, µ ∈ Rp
+.

Chamamos de métodos Lagrangianos Aumentados baseados em PHR, para resolver (1), méto-
dos iterativos que a cada iteração minimiza aproximadamente a função objetivo somada com um
termo que penaliza quando alguma restrição é violada, ou seja, a cada iteração externa, dado valor
de ρ, é minimizada a função Lρ.
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Dentre os algoritmos de Lagrangianos Aumentados baseado em PHR, destacamos o algoritmo
Algencan descrito no Algoritmo 1.1. Algencan, introduzido em [2, 3], não utiliza variáveis de
folga nas desigualdades, utiliza salvaguardas e admite restrições gerais no conjunto Ω. No caso em
que x ∈ Ω são restrições de caixas, os subproblemas de minimização com restrições de caixas do
Algencan são resolvidos utilizando um algoritmo de restrições ativas, o Gencan [7]. A adoção de
um método de restrições ativas para resolver os subproblemas do Algencan maximiza o potencial
de se beneficiar de novos desenvolvimentos para a minimização com caixas.

Algoritmo 1.1. Sejam ρ1 ≥ 0, τ ∈ (0, 1), γ > 1, λ̄1 ∈ [λmin, λmax]
m, µ̄1 ∈ [0, µmax]

p, {εk}∞k=1

dados. Faça k ← 1.

Passo 1. Compute xk ∈ Ω uma solução aproximada de Minimizar Lρk
(x, λ̄k, µ̄k) sujeito a

x ∈ Ω satisfazendo: ∥∥PΩ

(
xk −∇Lρk

(xk, λ̄k, µ̄k)
)
− xk

∥∥ ≤ εk.

Passo 2. Defina λk+1 = λ̄k + ρkh(x
k) e µk+1 = (µ̄k + ρkg(x

k))+.

Passo 3. Defina, para todo i = 1, . . . , p, V k
i = min{−gi(xk), µ̄k

i /ρk}.

Passo 4. Escolha λ̄k+1 ∈ [λmin, λmax]
m, µ̄k+1 ∈ [0, µmax]

p.

Passo 5. Faça k ← k + 1 e vá para o Passo 1.

O algoritmo Gencan divide a região viável em faces disjuntas e, em cada iteração, existe um
critério para decidir se a minimização deve ser efetuada na face atual ou se essa face deve ser
abandonada. A saída de uma face é feita dando um passo na direção do gradiente espectral
projetado e a minimização dentro de uma face, na versão corrente, é feita com um método de
Newton truncado que usa gradientes conjugados lineares, ou seja, um método do tipo Newton
que utiliza gradientes conjugados lineares para resolver o sistema Newtoniano linear. Provas de
convergências dos algoritmos Algencan e Gencan podem ser encontradas em [3, 4, 9].

Um dos problemas práticos mais relevantes onde o Gencan foi utilizado é a construção de um
ponto inicial para simulações de dinâmica molecular, através do empacotamento de moléculas em
um espaço limitado. Esse problema pode ser modelado como um grande problema de viabilidade,
que foi abordado reformulando-o como um grande problema de minimização com restrições de
caixas. Foi assim que o software Packmol foi concebido [1].

Neste trabalho, estamos interessados em comparar formas de computar xk ∈ Ω no Passo 1,
do Algoritmo 1, quando temos somente informação de primeira ordem. As comparações serão
feitas usando os métodos de gradientes conjugados de Hager-Zhang [14, 15] e Newton Truncado
calculando a direção aproximada de Newton usando gradientes conjugados lineares (usado na versão
corrente do Gencan) e usando o método MINRES [23].

2 Algencan

A primeira versão do que mais tarde foi chamado de Algencan foi desenvolvida em 2002 jun-
tamente com a introdução de um método de restrições ativas para minimização com restrições
chamado de Gencan [7]. Em geral, a presença do Algencan, do Gencan ou do SPG nas últimas
décadas possibilitou abordar diversas aplicações e/ou problemas interessantes [1, 9]. Por essa ra-
zão, repensar, revisitar e aprimorar o Algencan e o Gencan têm sido, e continua sendo, uma tarefa
constante.

A versão 1 do Algencan corresponde às publicações de 2007/2008, abordando o trabalho sobre
a teoria da convergência dos métodos Lagrangianos Aumentados utilizando a qualificação de res-
trições CPLD [2, 3]. A versão 2 incorporou a aceleração (tentativa de resolução de um sistema não
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linear KKT, com o método de Newton, entre iterações do método do Lagrangiano Aumentado) e
pré-condicionadores que utilizam explicitamente que os subproblemas correspondem à minimiza-
ção da função Lagrangiana Aumentada [6, 10]. A versão 3 corresponde a uma reimplementação
completa e coincidiu com a publicação do livro, em 2014 [9]. A versão 4, de 2020, [5] trata dos
resultados de complexidade do Algencan e da comparação com o Ipopt [28] considerando que a
informação de segunda ordem estava disponível. Nesta versão, algumas modificações foram fei-
tas no Algencan, utilizando ideias aprendidas pelos autores no desenvolvimento de métodos com
regularização cúbica [8].

A versão corrente do Gencan utiliza o método de Newton Truncado utilizando gradientes con-
jugados lineares para o cálculo da direção aproximada de Newton [7] e é possível usar informação
de primeira ordem ou de primeira e segunda ordem. Desejamos comparar alternativas diferentes,
a essa versão corrente, que solucione o subproblema de Lagrangianos Aumentados e que utilize
somente informação de primeira ordem.

Uma alternativa é usar o método MINRES, no lugar dos gradientes conjugados lineares, para
a resolução do sistema Newtoniano linear. Existem vários artigos na literatura recente sobre o
MINRES [17–21], que esclarecem algumas propriedades teóricas, questões de complexidade com-
putacional e apresentam comparações com o método de gradientes conjugados lineares (no contexto
da utilização de um ou outro para resolver sistemas Newtonianos lineares de um método de New-
ton para minimização sem restrições). Neste texto, chamaremos o algoritmo de Newton truncado
utilizando MINRES para resolver o sistema Newtoniano de Gencan-MR.

Outra alternativa, é trocar o método de Newton truncado pelo método de gradientes conjugados
não linear. Existem muitas opções de métodos de gradientes conjugados não linear como, por
exemplo, de Fletcher-Reeves [12], de Polak-Ribière-Polyak [24, 25], de Dai-Yuan [11], etc. Optamos
pelo método de gradientes conjugados de Hager-Zhang (chamaremos de CGHZ) [14], que tem se
destacado em relação aos outros métodos de gradientes conjugados [15]. A implementação de
CGHZ dos autores é sofisticada, incluindo uma busca linear complexa que procura tamanhos de
passos que satisfaçam a condição de Wolfe ou a condição de Wolfe aproximada.

3 Experimentos Numéricos

Nesta secção estamos interessados em comparar a versão corrente do Gencan, Gencan-MR e o
algoritmo CGHZ para quando não temos acesso à informação de segunda ordem. Na versão corrente
do Gencan e no Gencan-MR foi usado o método de quocientes incrementais para os cálculos dos
produtos Hessiana-vetor necessários.

Foram implementados o Gencan-MR em Fortran 90 e comparamos com a implementação dos
autores para verificar a se nossa implementação estava correta. Estendemos o MINRES para a
minimização com restrições usando uma estratégia de restrições ativas. Implementamos, também,
em Fortran 90 o método CGHZ e validamos comparando com a implementação dos autores em
linguagem C. Todos os experimentos foram realizados utilizando um computador com processa-
dor 5.3 GHz Intel Core i9-13900K e 128 GB de memória RAM, executados em Ubuntu (versão
23.04). Os códigos foram compilados usando compilador GFortran (versão 12.3.0) com a opção de
otimizador -O3 ativa.

Primeiramente comparamos a qualidade do iterado final da versão corrente do Gencan e do
Gencan-MR, considerando todos os 378 problemas sem restrições e com restrições de caixas da
coleção CUTEst [13] com as suas dimensões predefinidas. Na Tabela 1 são apresentados os
resultados da contagem do número de problemas para os quais o valor final é semelhante ao melhor
valor encontrado, com tolerância ftol relativa se o melhor valor for superior a 1 e tolerância ftol
absoluta se o melhor valor for inferior a 1 para cada método, ou seja, contamos o número de vezes
que:
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fi ≤ fmin + ftol max{1, |fmin|}, onde fmin = min{f1, f2}. (3)

Tabela 1: Contagem do número de problemas para os quais o valor final é semelhante ao melhor valor
encontrado pelos algoritmos: versão corrente do Gencan e Gencan-MR.

ftol
0.1 10−2 10−3 10−4 10−5 10−6 10−7 10−8 0

Gencan (Versão corrente) 346 339 331 329 327 322 322 321 193
Gencan-MR 362 352 348 343 340 336 326 324 229

Adicionalmente, contamos em quantos problemas os algoritmos pararam com sucesso, ou seja,
por identificar que o problema é ilimitado (f(xk) ≤ −1012) ou porque encontrou um ponto com
gradiente projetado “pequeno”

(∥∥PΩ

(
xk −∇f(xk)

)
− xk

∥∥
∞ ≤ 10−8

)
. Esses números são 277 para

a versão corrente do Gencan e 303 para o Gencan-MR.
Na Figura 1 temos o perfil de desempenho do tempo de execução, em segundos, comparando

versão corrente do Gencan e Gencan-MR em 260 problemas sem restrições ou com restrições de
caixas, em que ambos os algoritmos pararam com sucesso encontrando uma solução com valor
equivalente de f considerando ftol = 0.1.

Figura 1: Perfil de desempenho comparando a versão corrente do Gencan e o Gencan-MR em 260 pro-
blemas, sem restrições ou com restrições de caixas, onde ambos os algoritmos pararam com sucesso e
encontraram uma solução com valor equivalente de f considerando ftol = 0.1. Fonte: dos autores.

Comparamos, também, a qualidade do iterado final da versão corrente do Gencan, do Gencan-
MR e do CGHZ, considerando todos os 234 problemas sem restrições da coleção CUTEst com as
suas dimensões predefinidas e apresentamos os resultados na Tabela 2. Nestes experimentos, a
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versão corrente do Gencan parou com sucesso em 165 problemas, o Gencan-MR em 179 e CGHZ
em 198.

Tabela 2: Contagem do número de problemas para os quais o valor final é semelhante ao melhor valor
encontrado pelos algoritmos: versão corrente do Gencan, Gencan-MR e CGHZ.

ftol
0.1 10−2 10−3 10−4 10−5 10−6 10−7 10−8 0

Gencan (Versão corrente) 205 199 192 190 190 186 186 186 78
Gencan-MR 215 206 204 198 196 193 185 184 113
CGHZ 217 215 213 210 207 205 204 203 88

Na Figura 2 temos o perfil de desempenho do tempo de execução, em segundos, comparando
versão corrente do Gencan, Gencan-MR e CGHZ em 147 problemas sem restrições, onde os três
algoritmos pararam com sucesso encontrando uma solução com valor equivalente de f considerando
ftol = 0.1.

Figura 2: Perfil de desempenho comparando a versão corrente do Gencan, Gencan-MR e CGHZ em 147
problemas irrestritos onde os três algoritmos pararam com sucesso e encontraram uma solução com valor
equivalente de f considerando ftol = 0.1. Fonte: dos autores.

4 Considerações Finais
Neste trabalho relembramos um pouco a história do desenvolvimento de Algencan e testamos

abordagens diferentes para resolver o subproblema associado a esse algoritmo.
Foram implementados os algoritmos de gradientes conjugados não linear de Hager-Zhang e

Newton truncado utilizando MINRES para a solução do sistema Newtoniano linear e, também,
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foram realizados experimentos numéricos que compararam esses algoritmos com a versão corrente
do Gencan. Esses experimentos foram realizados utilizando problemas da coleção CUTEst compa-
rando valores de funções objetivos, critérios de parada e tempo de execução desses algoritmos.

Com os resultados apresentados concluímos que Gencan-MR “é um pouco melhor” se comparado
à versão corrente do Gencan e que CGHZ é mais robusto e eficiente do que versão corrente do
Gencan e Gencan-MR nos problemas testados.
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