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Resumo. A sequéncia de Fibonacci é uma das mais belas e perfeitas sequéncias existentes na
Matemaética. Considerando este fato, apresentamos a sequéncia de Gibonacci, que generaliza a
sequéncia de Fibonacci. Desenvolvemos algumas identidades relacionando essas duas sequéncias,
ressaltando a de Gibonacci e sua aplicagdo na Geometria Analitica, a qual pode ser trabalhada em
cursos de graduagao. Ilustramos de forma dindmica esta aplicagao usando o software GeoGebra.
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1 Introducao

A matematica apresenta-se como uma ciéncia que nos permite analisar, sintetizar e propor
solugoes perante situagbes abstratas e/ou de nosso cotidiano. Para Ramos [4] a Matematica é
uma ciéncia que estabelece uma relagao entre o entendimento coerente e pensativo com situacoes
praticas habituais, promovendo uma constante compreensao na busca pela veracidade dos fatos
através de técnicas precisas e exatas.

Neste aspecto, percebemos como se torna relevante promover um estudo no qual possamos
apresentar uma contribui¢cao com relagao ao ensino de Matematica.

Considerando o exposto, buscamos estabelecer uma conexao entre as experiéncias advindas
do mundo real e, por meio destas, incorporar a utilizacao de conceitos matematicos. Portanto,
vemos como pertinente apresentar como tema as sequéncias de Fibonacci e Gibonacci, as quais sao
sequéncias recursivas que também sdo evidenciadas pela BNCC [1].

Os padroes e/ou sequéncias estdo presentes no mundo a nossa volta. A sequéncia de Fibonacci
é uma forma natural de lograr que os alunos entendam a relevancia das sequéncias e os padroes
no mundo real. Esta sequéncia é uma das mais belas sequéncias conhecidas, tendo aplica¢oes
em diversas areas, por exemplo, Arquitetura, Arte, Biologia, Musica, Fotografia e, evidentemente,
Matematica.

Com relagao a sua relevancia Koshy [3] aponta que a sequéncia de Fibonacci é uma das sequén-
cias numéricas mais intrigantes. Ela continua a oferecer amplas oportunidades para mateméaticos
profissionais e amadores fazerem conjecturas e expandirem seus horizontes matematicos.

Sendo assim, pretendemos proporcionar ao leitor uma breve introducao & sequéncia de
Gibonacci e algumas das suas aplicagoes na Geometria Analitica usando o software GeoGebra.
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2 Preliminares

Nesta segao é feita uma breve revisao dos conceitos e resultados basicos necessarios para o
desenvolvimento da aplicacdo da sequéncia de Gibonacci. Uma abordagem mais ampla desta
teoria pode ser consultada em Koshy [3].

A sequéncia de Fibonacci suscita a outras sequéncias. Dentre elas, temos a sequéncia de Gi-
bonacci, a qual se apresenta como uma generalizagao dos numeros presentes na sequéncia de
Fibonacci. Abaixo, apresentamos a definigdo da sequéncia de Gibonacci.

Fixados a,b € N definimos a sequéncia de Gibonacci pela seguinte recorréncia
Gn = anl + Gn727

com n > 3, tomando G; =a e Gy =b.

Consequentemente, os nimeros pertencentes a sequéncia de Gibonacci sao dados por a, b, a+0b,
a + 2b, 2a + 3b, 3a + 5b, 5a + 8b, ... onde os coeficientes de a e b sao os nimeros da sequéncia de
Fibonacci. Podemos notar que se a = b = 1 a sequéncia de Gibonacci se iguala a sequéncia de
Fibonacci e quando a = 1 e b = 3 temos que a sequéncia de Gibonacci coincide com a sequéncia
de Lucas. O teorema a seguir caracteriza estes coeficientes.

Teorema 2.1. Seja G,, um termo da sequéncia de Gibonacci. Entdo, G, = aF,,_o 4+ bF,,_1, onde
n>1.

Demonstracao. A seguir, apresentamos a demonstragao por meio de Inducao.

i) Como Fy =1, Fp=0e F_; =1, paran =1 e n = 2 temos que
aF_1+bFy=a=G1 e aFy+bFy =b=G>.

Logo, o resultado é valido paran=1en = 2.

i1) Seja k um numero natural, vamos supor que o resultado seja valido para todos os inteiros n, tais
que n < k. Sendo assim, Gy = aFy_o +bFi_1 ¢ G_1 = aFi_3+ bFj_o.
Mostremos a validade do resultado para k + 1, ou seja, Gx+1 = aFj_1 + bF}). De fato, temos
que

Git1 =G+ G
hui. aFy_o+bFy_1+ aFy_3+bFg_o = a(Fy—2+ Fr—3) + b(Fx—1 + Fr—2) = aFy_1 + bF}.
Assim, o resultado é valido para k + 1.
Portanto, pelo principio de Inducao segue que o resultado é verdadeiro para todo n > 1.
O

Como na sequéncia de Fibonacci, observamos a existéncia de uma férmula que é similar a
formula de Binet e, esta apresenta um método pratico para determinar os valores presentes na
sequéncia de Gibonacci. Este método é descrito na proxima proposigao.

ProposigéiOdZﬁ.rll. Sejamc=a+ (a—b)f ed=a+ (a —b)a, onde o = 1-&-2\/g ef= % Entao,
ca —
G,=——.
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Demonstracao. Para realizarmos a demonstragao vamos levar em consideragao o Teorema 2.1, a

formula de Binet e as seguintes relagoes: -3 = %, L = -3, a? = a+1e % = 8 + 1. Isto posto,
n—2 _ gn—2 n—1 _ gn-—1
Gn:aFn72+bFn71:a % +b %
a—p a—p

sl (53)
aiﬂ[a"(a(ﬁ-y 1) = b8) — B"(a(a + 1) — ba)]
ca” - db"

a—-p8

O

Note que, cd = a? + ab — b?. Essa constante aparece em varias identidades que envolvem a
sequéncia de Gibonacci.

A seguir exprimimos uma identidade relacionada com os nameros de Gibonacci. Uma demons-
tracao detalhada dessa identidade pode ser encontrada em Cruz [2].

Proposigao 2.2. Sendo m,n € N, temos que Gpyp = GFri1 + Gr_1Fn.

Concluimos esta secao mostrando uma identidade satisfeita pelos nimeros de Gibonacci, a qual
serd usada frequentemente na proxima segao.

Proposigao 2.3. Sendo m,n € N, cd = a® + ab — b? segue
GnGm+k - Gn+k,Gm - (*1)n+1Fka—nCd-

Demonstracao. Para efetuarmos a demonstragao utilizaremos o resultado da Proposicao 2.1, a

formula de Binet e a relacao a8 = —1. Por conseguinte, segue que
ca”™ —dpg" ca™tk — ggmtk ca™tF — dpntk ca™ —dp™
oG~ Grsn = (0255 ) (U5 ) - (=) (“5=5)
_ AantmrE _edon MR — cdpna™tE 4 g2pntmtk
a (o —p)?
AamtmtE _edaqntRgm — edfntrha™ 4 g2 grtmtk
- ( (o= B)? )
—eda™ B (BT 4 ™R 4 eda™ BT (P BT 4 fRa™ )
a (o —p)?

= (=1)"" FiFr_ned.

3 Aplicagoes

Entre as diversas aplicacoes da sequéncia de Gibonacci desenvolveremos aquela que envolve a
Geometria Analitica. A seguir alguns resultados que podem ser introduzidos em qualquer curso
de graduacao que contenha a disciplina de Geometria Analitica na sua grade. Como mencionado
fizemos o uso do software GeoGebra para ilustrar alguns dos resultados.

Teorema 3.1. A drea do tridngulo com vértices (Gp, Gnir), (Gntps Gnptr) € (Grniq, Gnigsr) €
independente de n, onde Gy representa o k-ésimo numero de Gibonacci.
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Demonstra¢ao. A area do tridngulo equivale & metade do valor absoluto do seguinte determinante:

Gn  Gppr 1
D=|Gnyp Guippr 1
Gn-‘rq Gn+q+r

= Gn+pGn+q+r - GnJqunerJrT - (GnGnthHr - Gn+an+7’) + GnGn+p+r - Gn+pGn+r~
Agrupando as parcelas deste determinante e, aplicando a Proposigao (2.3) a este, obtemos
D = (_1)n+p+1Fan+qf(n+p) o ((_1)n+1Fan+q—n p) + (_1)n+1Fan+p—n T
= (_1)n+p+1FrFq7p o (—1)”FrFq o+ (_1)n+lFer -
= (-1)"F, - N((_l)p+qu—p +Fy—Fp).

Logo, a area do triangulo é dada por:

A

:7: D) |((_1)p+1Fq7P+Fq_Fp)|'

Portanto, a area do triangulo com vértices (Gp, Gntr); (Gnap: Gnaptr) € (Gniq, Gnagtr) in-
depende de n.

O

Por meio da Figura 1 podemos visualizar a representacao geométrica do Teorema 3.1. Na
representacao incluimos um controle deslizante para n, p, r e ¢, onde é possivel constatar que ao
variar o valor de n nao ha alteracao no valor da area correspondente.

O
© >
I i
- —_

N

®° ®.®

A=(G,, Gy

B=(Gn+p’Gn+p+r)

g’ /Areade ACB =05
c=G_, ,G

n+q’ n+q+r)

Figura 1: Representacao geométrica do Teorema 3.1. Fonte: elaborado pelos autores.

Esta construgao geométrica esta disponivel pelo link:

https://www.geogebra.org/m/kykepxgz
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Corolario 3.1. A drea de um triagngulo de vértices (Fy, Fnan), (Fnton, Frnisn) € (Fntan, Frnisn)

€ dada por:
Fyp, — 2F:
5, (Fn = 2F)
2
Demonstracao. A demonstracao deste colorario segue, tomando r = h, p = 2h, g = 4h,ea=b=1

no Teorema (3.1). O

A representacao geométrica do colorario acima pode ser acessada pelo link:
https://www.geogebra.org/m/fddgt8kf

Ao analisarmos a representagao geométrica referente a area do tridingulo, podemos observar que
variando o controle deslizante o tridngulo se torna cada vez mais "estreito"nos dando a impressao
de que o triangulo se assemelha a um segmento de reta.

Uma outra aplicacao, agora no espago, é dada pelo teorema abaixo.

Teorema 3.2. As retas que passam pela origem na dire¢do do vetor (Grn, Gniyp, Gniq) sdo copla-
nares para todo n, onde p e q sGo constantes.

Demonstracao. Tome trés retas que passam pela origem, com seus respectivos vetores diretores,
(Gis Gitp, Gitq), (Gj, Gjtp, Gjtg) € (Gry Ghp, Griq)-
Para que estas retas sejam coplanares, precisamos mostrar que o valor do seguinte determinante
Gi Giyp Giggq
D=|Gj Gjip Gjg
Gr Giyp Grig
seja igual a zero. Empregando a Proposigao (2.2), segue que
Gi GiFpp1 +GiFy,  GiFyg1 + G F,
D=|G; GiFpp1+GjaFy GiFg +Galy |,
Gy, Gka+1 + kale Gqu+1 + kaqu

e aplicando operagoes elementares, facilmente conclui-se que D = 0. O

(a) Ponto de vista 1 (b) Ponto de vista 2

Figura 2: Plano que contém as retas do Teorema 3.2. Fonte: elaborado pelos autores.

A figura acima ilustra o Teorema 3.2. Com o intuito de obter uma visualizagdo dinamica,
usando o controle deslizante, disponibilizamos o seguinte link:

DOI: 10.5540/03.2025.011.01.0475 010475-5 © 2025 SBMAC


http://dx.doi.org/10.5540/03.2025.011.01.0475

Proceeding Series of the Brazilian Society of Computational and Applied Mathematics. v. 11, n. 1, 2025.

https://www.geogebra.org/m/wzndeufk

Encerramos esta secao mostrando mais duas aplicagoes no espago.

Teorema 3.3. O plano contendo a familia de pontos (Gr,Gnip, Gniq) contém a origem, onde p

e q sao constantes.

Demonstracao. Pelo Teorema 3.2 os pontos dados sao coplanares.

Sejam (G, Gitp, Gigq)s

(Gj,Gjtp,Gj1q) € (Gk, Gitp, Gitq) trés pontos quaisquer do plano, sua equagao é dada por

xTr — Gl Yy — Gi—i—p zZ — Gi+q
Gj—=Gi Gjyp=Gitp Gjrg—Giyg | =0
G —G; Gk+p - Gi+p Gk+q - Gi+q
Usando propriedades do determinante obtemos que
T — Gl Yy — Gi+p z — Gi-‘rq
0 = Gj—Gi Gjtp—Gitp Gjrg—Gitg
Gy —Gi Gryp—Gitp Grtq— Gitgq
x y z Gi Gitp Gitg
= | Gi=Gi Gjrp=Gitp Gjig—Girg | = | Gj=Gi Gjip=Gitp Gjg—Gig
Gr — G Gk+p - Gi+p Gk+q - GiJrq Gk — G Gk+p - Gi+p Gk+q - Gi+q
z Yy z
= | Gi=Gi Gjtp—Gitp Gjq—Gigg
Gr—Gi Girip—Gitp Griq—Gigg
Assim, temos a equacao do plano Az + By + Cz =0, com A = Gitp = Gitp Gitg = Gitg ,
Grtp = Gitp  Griq— Gigq

Gj—Gi Gjrg—Giyg

_ Gj - Gi Gj+11 - Gi+P
Gr—Gi Gryq—Gisg

B =
Gr—Gi Grip—Gigp

eC’:’

Teorema 3.4. A familia de planos Gpx 4+ Gripy + Gpigz + Gpir = 0 se interceptam em uma
reta cuja equacao € independente de n, onde p, q e r sdo constantes.

Demonstracao. Como os vetores normais da familia de planos sao todos diferentes basta interceptar
dois planos quaisquer dessa familia e resolver o sistema de equagoes abaixo:

G;x + Gi+py —+ GH_qZ + Gi+r =0
Gjz+ Gjipy + Gjigz + Gjgr = 0,
cuja solugao é a reta

oo ZGitrGirp + GiapGlar (Gz’+qu+p - Gz‘+pGj+q> \
GiGitp — GitpGj GiGitp — GitpGj

T y = —GiGj.H» + Gi+rGj . (GiGj_;,_q - Gi+qu) b\
GiGjip — GigpGj GiGjyp — GigpGj
z = A,
. Frp Fp—q
com A € R. Da Proposi¢ao 2.3 temos que a reta r resulta em x = (—l)pT - (—1)‘1T)\,
P p
F. F, _
y=————=MXez=\, com A € R, que nao depende de n. O
F, F,
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A seguinte figura ilustra o Teorema 3.4. Para obter uma visualiza¢do dindmica, usando o
controle deslizante, disponibilizamos o seguinte link:

https://www.geogebra.org/m/den9v7sh

Figura 3: Representacao geométrica do Teorema 3.4. Fonte: elaborado pelos autores.

4 Consideracoes Finais

Neste trabalho apresentamos aplicagoes entre as sequéncias de Fibonacci e Gibonacci e a
Geometria Analitica. FEssas aplicagoes foram demonstradas algebricamente e constatadas geo-
metricamente com o uso do software GeoGebra.

Observamos que este tipo de aplicagdo ndo costuma ser enfatizada ou evidenciada na Educagao
Basica e na graduag@o. Fato que pode ser verificado durante o levantamento bibliogréafico, onde
percebemos que grande parte dos trabalhos envolvendo o tema de Fibonacci recaia em aplicagoes
como, por exemplo, o problema dos coelhos o que se mostrou de maneira desafiadora e motivadora.
Considerando a relevancia da sequéncia de Fibonacci nao devemos nos limitar as suas aplicabili-
dades usuais. Neste sentido, vemos como pertinente o aprofundamento de nosso estudo, pesquisa
e desenvolvimento de outros trabalhos os quais possibilitem aos professores e alunos diferentes
interpretagoes do tema.
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