Proceeding Series of the Brazilian Society of Computational and Applied Mathematics, v. 11, n. 1, 2025.

Trabalho apresentado no XLIII CNMAC, Centro de Convengdes do Armagéo Resort - Porto de Galinhas - PE, 2024

Proceeding Series of the Brazilian Society of Computational and Applied Mathematics

Efeito de Memoria no Modelo SIR via Derivadas
Fracionérias e Equacoes Diferenciais com Retardamento
com Aplicacao nos Casos da Dengue no Distrito Federal do
Brasil

André Carlos N. M. da Silva! Michele M. Lopes ? Laécio C. de Barros?
IMECC/UNICAMP, Campinas, SP

Resumo. O calculo fracionario tem sido muito usado na modelagem de fenémenos dinamicos e tem
como principal vantagem o efeito de memoéria do sistema em méaos. As equagdes com retardo também
tém a mesma vantagem. Porém, diferentemente do primeiro caso, as ultimas trazem explicitamente
o pardmetro que se refere & memoéria. O objetivo deste trabalho é usar o modelo epidemiolégico
SIR para destacar o calculo fracionario e as equagées com retardamento comparando suas solugoes
com aquelas via equagoes diferenciais cléssicas no estudo da evolugao de casos ativos da dengue no
Distrito Federal do Brasil.
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1 Introducao

O calculo fracionério originou-se, possivelmente, em 1695, generalizando o calculo de ordem
inteira, assim é possivel definir integrais e derivadas de ordens arbitrarias. Desde a sua criagao,
Euler, Fourier, Laplace, Abel, Liouville, entre outros, deram varias contribui¢oes para o célculo
fracionério, no entanto, houve um periodo em que ele ficou em desuso e foi a partir da década de
1990 que teve uma explosdo do uso em diversas areas [2]. As equagdo diferenciais com retarda-
mento s@o um tipo mais geral de equagoes diferenciais, frequentemente designadas por equagoes
diferenciais funcionais, as quais sao aquelas em que as fungoes ocorrem com varios argumentos
diferentes, mais detalhes sobre estas equagoes podemos ver em [7]. As equagoes diferenciais fraci-
onarias e as equagoes diferenciais com retardamento possuem uma caracteristica em comum, pois
ambas capturaram uma dependéncia de estados anteriores, o que nos permite observar o fenémeno
de memoria nestes modelos.

O trabalho esta dividido da seguinte forma: na Secao 2, apresentamos algumas defini¢bes im-
portantes do trabalho; na Secao 3, entendemos o efeito de histerese e apresentamos uma ferramenta
muito importante desenvolvida por [1] que nos ajuda a analisar melhor o efeito de memoria no
calculo fracionario; na Secdo 4, apresentamos o principal objetivo do trabalho, que é entender o
comportamento do modelo SIR, quando analisado de trés pontos de vista, a forma sem memoria
(classica), quando comparada com as formas com memoria (fracionéaria e a com retardamento);
na Seg¢ao 5, encerramos com uma aplicagao numérica com os dados da dengue no Distrito Federal
do Brasil, em que é possivel observar o efeito de memoria no calculo fracionério e nas equagoes
diferenciais com retardamento.
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2 Preliminares

Definigao 2.1. (Integral Fraciondria de Riemann-Liouville [1]) Seja « € RT, b > 0 e
f € LP([0,b] : R™), com 1 < p < oco. A integral fraciondria de Riemann-Liouville, para t € [0,b],
de ordem «, € dada por:

JEf() = ﬁ / (t— )1 f(s)ds, 1)

em que I'(«) € a fung¢ao gama.

Definicao 2.2. (Derivada Fraciondria de Riemann-Liouville [1]) Seja o € RT, b > 0,
feAC™0,b en = |a| +1. A derivada fraciondria de Riemann-Liouville de ordem o € dada por:

"Dgf(t) - = DRI (1)
_ d’ﬂ 1 K — s n—a—1 s)ds (2)
-z (F(n_a) JREEOL ) ,

em que AC™[0,b] € o conjunto das fungoes para a qual a derivada de ordem n— 1 é absolutamente
continua em [0,b].

Definigao 2.3. (Derivada de Caputo [1],[2]) Seja a € RT, b >0, f € AC™[0,b] e
n=|a| +1. A derivada fraciondria de Caputo de ordem « é dada por:

c o rl Ha = fk:(o) k
Dpft):={"D;g f(fﬂ)—ZTw (t). (3)
k=0
Além do mais, [2] mostra que, com as condigdes acima, temos:
"Dy f(t) s = Jp f )

:; ! _sn—a—l (n)s S
e | T s

em que f™(t) é a usual enésima derivada de f(t).

Definicao 2.4. (Func¢do de Mittag-Leffler [5]) Sejam «, B € R nimeros estritamente positivos.
A funcao de Mittag-Leffler com dois parémetros Eq g : C — C € dada por:

o0 k
z
E, = e e
=Y Far g 6
Denotamos Eq1(2) = > pe g I‘(#k—&-l) = F,(z) que é uma fungdo de Mittag-Lefller com parame-

tro a. Neste caso, quando « = 1, recupera-se a fungao exponencial, isto &,

Ei(z) = Zizz%:ez. (6)

As equagdes diferenciais fracionarias geralmente sdo resolvidas de forma analitica, usando as
transformadas de Laplace, como podemos ver em [2] e [5].
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Exemplo 2.1. A equagdo diferencial fraciondria
‘Difa(t) = —cx(t), (7)

com a € (0,1], € uma generalizagao para derivada fraciondria de Caputo da equagio de Malthus
e possui solugao z(t) = Eo(—c*t%*). De fato, quando o = 1, recuperamos o modelo malthusiano
cldassico, cuja equagdao é dada por z'(t) = —cxz(t) e solugao z(t) = e .

Definigdo 2.5. [Equagédes Diferenciais Com Retardamento [3]] As Equagdes diferenciais
com retardamento sao um tipo de equagao diferencial, em que a derivada em um instante t depende
da fungao incégnica em um instante anterior t — 7, com T > 0, denominado retardamento.

y'(t) = ft,y(t),y(t — 7)), comt>0. (8)

As equagobes diferenciais com retardamento podem ser resolvidas de forma analitica, usando as
transformadas de Laplace e, algumas vezes, com o uso do método dos steps, mas, no geral, sao
resolvidas de forma numeérica, como podemos ver em [4] e [7].

Exemplo 2.2. O modelo malthusiano citado no exemplo (2.1) pode ser generalizado para equagoes
com retardamento, assim a equagao

y'(t) = —cy(t — 1), (9)

com 7 >0, € um caso de equacao diferencial com retardamento.
Neste caso, considerando o problema de valor inicial, y1(t) = yo para —1 <t <0, que chama-

mos de historia da fungio, yy(t) = —cy1(t — 7) e usando o método dos steps N vezes teremos:
N . .
(=1)’¢yo , ;
ot = SR - 1y (10)
7=0

Sequndo [7], a equagao (9) também pode ser reescrita como

J(t) = —c / wit — s)y(s)ds, (1)

— 00

em que w(t) é um fator de ponderagao que indica a importdncia que deve ser dada ao tamanho de
Yy em momentos anteriores para determinar o efeito atual.

3 FenOomeno de Histerese

Os modelos markovianos sao classificados como aqueles que nao tém memoria, a equagdo de
Malthus classica é um caso elementar desse tipo de fenémeno. No entanto, quando o estado atual de
um sistema ¢ influenciado pela dindmica de seu passado historico, diz-se que tal sistema apresenta
o fenémeno de histerese e, diante disso, é classificado como um caso especial de efeito de memoria.
Em geral, a histerese ¢ um tipo de janela de memoria nao limitada (ou seja, limitada a partir da
origem). Portanto, pode ser formulada matematicamente com um nucleo de convolugao desde a
origem. Este é um nucleo tipico usado para definir operadores fracionarios integrais e diferenciais,
como a derivada de Caputo. Estes nicleos também sao vistos quando analisamos equagoes com
retardamento. Na proxima segdo, veremos um dispositivo desenvolvido por [1] que usa a teoria de
estatistica para observar o efeito de histerese no célculo fracionéario.
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3.1 Abordagem Estatistica para os Operadores Fracionéarios

Proposicao 3.1. [1] Seja o € RT e f € AC[0,b]. Com essas condigées, teremos:

T2 ) = Fagy EU ) (12)
—« 11—«

Do F(r) = ﬁmmwn + ﬁE F/(EV)], se0<a < 1; (13)

DO f(t) = r(tzija) (W), se0<a<l, (14)

em que U,V e W sdao varidveis aleatdrias com distribuicoes beta, U ~ B(1,a),V ~ B(2,1 — «) e
W~ B(1,1—a).

Demonstragao 3.1. Pode ser encontrada em [1].

O estudo feito por [1] revela que os operadores fracionarios podem ser interpretados a partir da
abordagem estatistica, por meio da esperanga matemaética, em que a historia passada do sistema
segue uma distribui¢ao beta. Os autores observam que o parametro a € (0,1) e que quanto mais
préximo de zero é o maior sera o efeito de memoria da fungao.

4 Modelos Matematicos

Nesta se¢ao, iremos apresentar os modelos mateméticos com os quais trabalhamos, o modelo
SIR classico, o modelo SIR fracionario e o modelo SIR com retardamento, estudando as suas
evolugoes.

4.1 Modelo SIR Classico

O modelo epidemiologico SIR é um modelo comportamental simples proposto por Kermack e
McKendrick (1927), estudado por muitos pontos de vista e é bastante usado nos estudos de evolugao
de vérias doencas. Neste modelo, a populacao de N individuos é dividida em trés compartimentos:
Suscetiveis (S), Infectados (I) e Recuperados (R).

Assim N = S+ I + R, sendo o aumento na classe dos infectados proporcional ao nimero de
pessoas infectadas e suscetiveis, isto é, SIS/N, cujo parametro contante § > 0 é uma taxa de
contagio. As pessoas suscetiveis diminuem com a mesma taxa. A taxa de remocao de infecciosos
para a classe recuperados é proporcional ao numero de pessoas infectadas, ou seja, vI em que v > 0
é uma constante, em que % é uma medida do tempo de permanéncia no estado dos infeciosos. O
periodo de incubagao é, neste caso, negligenciado; ou seja, uma pessoa suscetivel, que contraia a
doenca, € infectado imediatamente.

Sendo originalmete o modelo dado por:

S0 = ~pI) 5P
I'(t) = BIt) 52 —~I(t) . (15)
RI(t) =yI(t)
Podemos fazer a transformagao s = %,i = ]{[,r = % assim o sistema toma a forma:
s'(t) = —Bs(t)i(t)
i'(t) = Bs(t)i(t) — vi(t) . (16)

r(t) = i)
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Desta forma, podemos considerar a propor¢ao da populagao, isto &, s(t),i(t),r(t) € [0, 1]. Logo,
teremos s(t) +i(t) + r(t) = 1, assim s'(¢t) + ' (¢) + 7' (t) = 0.

Entao, supondo o aparecimento de uma fragao de individuos infectados, ou seja, fazendo
s(0) = sp > 0, i(0) =iy > 0 e r(0) = 0, pela segunda equagao do sistema (16), temos que i'(0) > 0
que é equivalente a % > 1. Isto é, o valor de reprodutibilidade basal Ry = % > 1, indicando
que a doenga torna-se edémica.

Podemos obter algumas importantes informagoes a partir deste modelo simples. Por exemplo,
da 1% e 2? equagoes do sistema (16) temos:

di y
— =—-14+—. 17
ds * Bs (17)
A integragao da equagao (17) fornece as trajetorias do plano de fase (s,), dadas pela relagao:
. g _ e i _ i
i(t) + s(t) — 3 In s(t) = const = ig + sp — 3 Insg=1-— 3 In sg. (18)

Também, fazendo ¢'(t) = 0 em (16) e p = 7§ em (18), temos imqq:

1
imale—p—F,Dln%:l—p—Fpln (19)

Ry’
em que i,,., representa o valor maximo de infectados no modelo SIR cléssico e seu valor é dado
a partir dos parAmetros basicos da doenca. No entanto, verifica-se em [4] que esse modelo pode
ser “melhorado” para representar uma epidemia. Por exemplo, histérico ou memoéria nos sistemas
epidemiologicos sao de extrema relevancia na evolu¢ao de uma epidemia, principalmente em efeitos
de controle [1]. Estes casos costumam ser modelados por meio das equagdes fracionarias e aquelas
com retardamento.

4.2 Modelo SIR Fracionario (Derivada de Caputo)

A versao fracionaria, a qual contém um efeito de memoria como dado por [1], segue como:

“Dps(t) = —B°s(1)i(t)
“D2i(t) = Bos()i(t) —7i(t) - (20)
“Dor(t) = 7*i(t)

Em que °Dgx(t) é a derivada de Caputo de ordem « € (0,1]. Os pardmetros sao elevados
a poténcia a no lado direito do sistema devido & analise dimensional, uma vez que o operador
derivada fracionaria D{*s(t) tem dimensdo (tempo)~® em vez de (tempo)~!. Entdo, no modelo
(20) a dimenséo dos parametros sdo 8% e v*, respectivamente, populagao x (tempo)~ . Podemos
definir o ntmero de reprodutibilidade basal Rf = %80 e fazer um estudo similar ao caso classico
com esse modelo.

De acordo com a equagao (14), para a € (0,1),

tl*Oé
°D&i(t) = ——E[i'(tW)], 21
Filt) = =y E W] (21)
em que W é uma variavel aleatéria com distribui¢ao beta com pardmetros 1 e 1 — «, isto é,
W ~ B(1,1—a). Assim, °D¢,i(t) esté relacionada com a esperanga matematica de ¢/(s), 0 < s < .
Dessa forma, quando i'(t) > 0, teremos necessariamente que °Dgi(t) > 0. Estamos estudando como
estas implicagoes interferem na estabilidade do sistema.
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4.3 Modelo SIR com Retardamento

Voltando ao modelo SIR classico, observamos que ele ndo é o ideal, pois nao inclui um efeito
de retardo no tempo para individuos infectados e recuperados, assim iremos analisar o modelo
SIR classico quando é aplicado um retardamento nas equagoes. Em [6], é apresentado um modelo
em que a implicagao é que as pessoas suscetiveis nao sao imediatamente infectadas no momento,
quando eles entram em contato com o virus, mas deve haver um periodo de atraso da doenca que
chamamos de incubagao. O efeito de atraso de tempo pode ser aplicado as pessoas em recuperagao,
o que significa que as pessoas infectadas nao se tornam imediatamente pessoas recuperadas.

§'(t) = —PBs(t)i(t — 1)
i'(t) = Bs(t)i(t — 1) — vi(t — 12) . (22)
(1) = ilt — )

Em que 7 e 7 representam os efeitos do atraso no tempo para os individuos infectados e
recuperados, respetivamente. No modelo em questio, nos temos i’ (¢) > 0 quando
Bs(t)i(t — 1) — vi(t —2) > 0, que assumindo s = so > 0, i(t —7) >0 e i(t —7) > 0. Temos
R} = Bsoilt=m1) - 1 gabendo que, nesse caso, teremos o fator R; = ‘2= interferindo no efeito
v i(t—T2) i(t—T2)
do modelo. Estamos estudando essa interferéncia e como os produtos de convolugao se comportam
quando aplicados no modelo (22) e seus respectivos pontos de estabilidades. Podemos encontrar

mais detalhes sobre estes modelos em [4].

5 Aplicagcao Numérica

O exemplo dado reflete o comportamento da evolugdo em proporgao de casos ativos notificados
semanais da dengue no Distrito Federal do Brasil nas 40 primeiras semanas do ano de 2023. A
escolha do Distrito Federal foi realizada, pois teve uma alta significativas de casos na data da
escrita deste artigo, entao nos propomos entender a evolugao. Os dados foram coletados no site
datasus do ministério de satide do governo brasileiro [8], que disponibiliza dados que podem servir
para subsidiar anélises objetivas da situacao sanitaria, tomadas de decisao baseadas em evidéncias
e elaboracao de programas de a¢oes de satide. Com uso dos modelos epidemiologicos SIR estudados
acima, é feita a comparagio entre o modelo sem memoria (classico) e os modelos com memoria
(fracionarios e com retardo). Para calcular os pardmetros foi usado o pacote (fdel2) para os
casos classico e fracionario; e o pacote (dde23) para o caso com retardamento, todos no software
MATLAB versao R2023a.

Os valores dos parametros «, 8 e v, no caso fracionario, foram obtidos através de ajuste de
dados pelo método dos quadrados minimos. O mesmo procedimento foi usado para encontrar 3 e
~ no caso classico, em que observamos que o caso fracionario obteve um erro menor. Para o caso
com retardamento foi considerado 71 = 5/7 que é o perfodo de incubagdo da dengue que é em
média de 5 dias e dividimos por 7, uma vez que estamos com escala semanal. De forma similar,
temos que o periodo de recuperagido da dengue é de 10 dias em média, assim temos 75 = 10/7.
Neste caso, usamos 3 e v encontrados no caso classico para efeito de comparagao.
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Figura 1: Solugdes com os modelos (16), (20) e (22) de casos ativos semanais que descrevem o espalhamento
da dengue no Distrito Federal. O caso fracionario o = 0,8474, 5 = 0,5323 e v = 0, 2948. Nos casos classico
e com retardo 8 = 0,4076 e v = 0,2541. Sendo 71 = 5/7 € 72 = 10/7 no caso com retardamento. Em
todos os casos foram considerados N = 10000. Fonte: dos autores.

Nota-se que a curva dos dados reais do Distrito Federal possui o pico na semana 13 e tem uma
calda mais larga do que os modelos cléssicos e com retardo. Os pardmetros 71 e T2, que estao
associados & memoria no caso com retardamento, fazem a curva desse modelo ter uma maior apro-
ximacao ao pico da curva de dados reais. Por outro lado, analisando o erro, a solucao fracionaria
ajusta-se melhor aos dados devido & liberdade do parametro «, que também estd associado ao
efeito de memoria.
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