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Resumo. Um dos problemas fundamentais em financgas é a selecao de carteiras de investimento. A
teoria moderna de portfolio nasce com a resolugado do problema de selegdo de carteiras, em um con-
texto de distribuicao normal, considerando os dois primeiros momentos da distribui¢cao dos retornos
dos ativos: o vetor de retornos e a matriz de covariancias. Estudos posteriores apontaram incon-
sisténcias no modelo de média-varidncia, uma vez que a distribuicao de ativos raramente retorna
seguindo um padrao de distribuicdo normal e indicaram a necessidade de incorporagao de momen-
tos de ordem superior. Neste trabalho, apresenta-se um modelo a quatro momentos de selegdo de
carteiras de investimentos. Sdo indicadas as quatro possiveis abordagens do problema de otimiza-
¢ao com trés restrigdes, associadas a este modelo. Para simula¢ées numéricas, foi selecionada uma
amostra de nove ativos presentes no mercado brasileiro de agées. Um dos portfélios analisados nos
testes numéricos é discutido. Os resultados sugerem vantagens no modelo obtido pela incorporagao
da curtose.

Palavras-chave. Sele¢ao de Carteiras de Investimento, Momentos de Ordem Superior, Curtose

1 Introducao

O problema de selegdo de portfolios foi resolvido por Markowitz [6], em um contexto de distri-
buicao normal, considerando os dois primeiros momentos da distribui¢ao dos retornos dos ativos: o
vetor de retornos e a matriz de covariancias. A solugao proposta para este problema, desde entao é
fonte de pesquisa e base de estudos em diversos trabalhos na érea econémico-financeira. O processo
de sele¢ao de uma carteira de investimentos, segundo Markowitz, comeca pela observagao, que ira
definir as crengas sobre futuras performances dos ativos, e é a partir de crencas relevantes sobre
futuras performances, que sera realizada a escolha da carteira. Para Markowitz, os principais fato-
res a serem considerados na observagao dos ativos sao: o risco e o retorno, onde o retorno esperado
da carteira é definido como a média dos retornos médios dos ativos, a ser ponderada pelos pesos,
e o risco é mensurado como o desvio dos resultados esperados em relacao a sua média, ou seja, é
a variancia dos retornos dos ativos, uma medida de dispersao ligada ao grau de incerteza, e que
caracteriza a volatilidade associada ao retorno esperado.

No entanto, estudos posteriores apontaram inconsisténcias no modelo de média-variancia, uma
vez que a distribuicao de ativos raramente retorna seguindo um padrao de distribuigao normal.
Trabalhos como Arditti e Levy [1] e Kraus, Alan e Litzenberger [5] defendem a relevancia dos
momentos de ordem superior, fora de um contexto de distribuicdo normal, entendendo-se que
a forma da distribuicdo é caracterizada pelos momentos centrados. E visto que o interesse pela
otimizagao de um portfolio onde figuram momentos de ordem superior & ordem dois dos retornos dos
ativos que compoem a carteira vem se renovando nos tltimos anos, e a influéncia desses momentos
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tem sido amplamente investigada, dada a possibilidade de se obter uma melhor aproximagao para
a funcdo utilidade. Estudos como Athayde e Flores [2], Barone-Adesi [3]|, Harvey e Siddique [4]
também argumentam sobre a importancia dos momentos de ordem superior para a escolha de uma
carteira mais eficiente. Scott e Horvath [8] fornecem um suporte formal para a aplicagido desta
teoria, mostrando que, no contexto da otimizagao, para maximizar a funcao utilidade, os momentos
impares devem ser maximizados, enquanto que os momentos pares devem ser minimizados, o que
se traduz na satisfagao do investidor.

Em [7], Martins et al. verificaram que a maximizacao da assimetria, terceiro momento centrado,
resultou em carteiras mais eficientes do que as obtidas pelo modelo média-variancia. Neste trabalho,
foi investigada a relevincia em se considerar a curtose, quarto momento centrado, na selecao de
carteiras de investimento, tendo em vista a importancia deste momento, que mede a concentragao
ou dispersao dos valores em relagao as medidas de tendéncia central. Seguindo as preferéncias como
em Scott e Horvath [8] — investidores sao avessos & variancia assim como também sdo avessos
curtose em sua carteira — a curtose, ao ser incorporada a selecao dando origem a um modelo a quatro
momentos, serd minimizada por se tratar de um momento par da distribuicao dos retornos dos
ativos. Apresenta-se também uma simulagdo numeérica do modelo a quatro momentos considerado.
O modelo considera os quatro primeiros momentos de distribui¢ao dos ativos presentes na carteira,
onde trés dos momentos serao fixados para a otimizagao do quarto, tendo em mente as preferéncias
do investidor como em [8], de forma que os momentos pares serdo minimizados e os impares
maximizados. Para simulagao, foi selecionada uma amostra de nove ativos presentes no mercado
brasileiro de acoes.

2 Modelo a quatro momentos

A selecao de carteiras eficientes a partir dos quatro primeiros momentos da distribui¢ao dos
retornos de seus ativos, pode ser vista como um problema de otimizacao em que se minimiza
um momento de ordem par ou maximiza um momento de ordem impar, fixando os outros trés
parametros. Buscam-se carteiras eficientes para o caso de n ativos de risco mais um ativo livre
de risco, permitindo vendas a descoberto, sem que nenhuma restricao seja imposta aos pesos da
carteira. Sao considerados os quatro primeiros momentos de distribuicao verificados para os n
ativos de risco. Deste modo seria possivel obter a carteira 6tima a partir de quatro perspectivas
distintas, dando origem a quatro possiveis problemas de otimizagao:

Retorno maximo: Varidncia minima: Assimetria maximas: Curtose minimas:
max otz min ot Mo max afMsa®? min ot M,a®3
atMsya = Op2 olr=R olr =R olr =R

2 t ®2 t t
o' M3a®? = g3 o' M3a®? = o o' Moo = 02 o' Moo = 0,2
o' Mya®? = o o' Mya®? = o ' Mya®? = o o' M3a®? = 0

onde My, M, M3 e M4 sao as matrizes que contém os retornos médios, covaridncias, co-assimetrias
e co-curtoses dos n ativos de risco, E(r,) € um retorno esperado fixado, ry a taxa de retorno livre
de risco, ® denota o produto de Kronecker e o' M,(a® - - @ a) = atMpa®(p_1) denota o p-ésimo
momento. Denotam-se R = E(r,) —ry e x = My — [1]ry, onde R é o retorno excedente da carteira
e [1] é um vetor cujas componentes sdo iguais a 1. Observe que, considerados os ativos com e sem
risco, a soma dos pesos da carteira é igual a 1. Resultados de dualidade entre esses problemas,
permitem considerar qualquer um desses quatro problemas de otimizagao. Em cada caso, elege-se
um dos quatro momentos como fungao objetivo e os trés momentos restantes funcionam como
restrigoes. O momento é maximizado, se ele for de ordem impar e minimizado, se par. Se é
tomado, por exemplo, o quarto momento centrado, aqui chamado curtose, como funcao objetivo,
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obtém-se um problema de otimizagao com trés restrigoes, dadas pela imposi¢ao dos trés primeiros
momentos que irao definir o conjunto admissivel onde o quarto momento serd minimizado, por se
tratar de um momento par da distribuicdo. E claro que, para uma mesma variancia, quanto menor
for o quarto momento centrado de uma distribuigdo, menor sera seu coeficiente de curtose, dado
que o coeficiente de curtose é definido como a razao entre o quarto momento central e o desvio
padrao elevado & quarta poténcia: o/ 012)2. Com isso entende-se que, segundo Scott e Horvath [§],
o investidor tem preferéncia pelas distribuigoes platicarticas, cujo coeficiente de curtose é menor
que 3, as leptocurticas, em que esse coeficiente é maior que 3.

3 Simulagao numérica para o modelo a quatro momentos

Foram feitas simulagoes numéricas do modelo a quatro momentos momentos de minimizagao
da curtose com o objetivo de obter insights sobre a relevancia em se considerar o quarto momento
na sele¢do de carteiras e a eficiéncia do modelo a quatro momentos. Os dados sobre os fundos
de investimento foram obtidos através da plataforma da corretora brasileira de valores, corretora
XP#4, no periodo de janeiro a dezembro 2017, Tabela 1. Este periodo foi definido com o objetivo
de minimizar a influéncia de eventos externos que poderiam alterar a volatilidade da carteira,
evitando periodos de conturbagao politico social. Uma vez que o método proposto demanda por
um ativo sem risco, optou-se pela poupanca, tendo a taxa de retorno ry, 0.5% para rendimento
mensal, ocorrido no més de dezembro de 2017.

Tabela 1: Discriminacgio dos ativos, classificacio e risco segundo a corretora XP.

ATTVOS: Fundos de investimentos Classificagao Avaha(gi Olodoe) Risco
XP Corporate Plus FIC FIM CP 26
XP Debéntures Incentivadas CP Multimercado 10
Kinea Chronos FIM 6
Selection RF Light FIC FI CP LP Renda Fixa 6
IP Value Hedge FIC Acses 15
Indie FIC FIA ¢ 39
Kiron FIC FIA 5 41
Leblon Acdes FIC FIA enda Varidvel 41
ong Only Livre
Alaska Black FIC FIA - BDR Nivel I 68

Para todos os ativos, foram obtidas as matrizes My, M,, M3 e My, das médias mensais, co-
variancias, co-assimetrias e co-curtoses, respectivamente. Serao apresentados os resultados obtidos
para a combinagao dos Ativos 2, 6 e 8. A escolha desse trio deveu-se & assimetria negativa observada
no Ativo 6 e a forma leptocurtica, verificada para o Ativo 4, sendo todos considerados ativos de
risco, e adotando como antes a taxa ry = 0.5 para o ativo sem risco. Resolveu-se o seguinte
problema de minimizac¢ao da curtose:

min ot Mya®3
olr=R
OétMQOz = 0p2
' M3a®? = g,

4https://wuw.xpi.com.br/investimentos/fundos-de-investimento/lista/\#/.
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Optou-se por definir o retorno inicial R a partir da média dos retornos médios excedentes, ou seja,
a média dos valores resultantes da subtracao do retorno médio de cada ativo pela taxa do ativo
livre de risco 7y = 0.5. Em seguida a varidncia minima op,2)s é obtida para R pela aplicacao
do modelo Média-Variancia. A carteira de varidncia minima para R, segundo o modelo Média-
Varidncia de Markowitz, foi obtida pela utilizacdo do método Programagao Quadratica Linear
(SQP), que resolve problemas de otimizagao restrita para uma func¢ao nao linear sujeita uma ou
mais restrigoes. A utilizagao deste método foi feita recorrendo ao programa Octave, e ndo necessitou
de implementagdo uma vez que faz parte das rotinas implementadas pelo programa Octave. Os
ponderadores, componentes do vetor «jps, obtidos através do modelo Média-Variancia para R,
definem a carteira 6tima, e a variancia minima o,2,; ¢ calculada a partir da carteira 6tima oy,
nao havendo outra configuragao possivel para os ponderadores que fornega menor varidncia com o
mesmo retorno fixado.

Para a combinagao de Ativos 2, 4 e 6, foram calculados os quatro primeiros momentos para a
carteira de Markowitz aps:

R —0.3985
ay = A—Mglx =1 09962 |,
0 0.1806
dando origem a respectiva quidrupla dos momentos para a carteira de varidncia minima de Mar-

kowitz:
Qn = (1.3544, —0.3985, 0.558, 3.953),

e apresentados na primeira linha da Tabela 2. Na mesma tabela, sao apresentados os quatro
momentos calculados para as quatro carteiras de assimetria méaxima, obtidas para a combinacao
dos Ativos 2, 4, 6 em [7], a partir do aumento da variancia em 5%, 10%, 15% e 20% da variancia de
Markowitz, de modo a formar quédruplas dos momentos para as respectivas carteiras de assimetria
maxima.

Qs = (1.3544,1.394,1.214,5.305)

Q109 = (1.3544,1.460, 1.565, 6.289)

Q159 = (1.3544,1.526,1.868, 7.254)

Qa0 = (1.3544,1.593,2.148, 8.224)

Tabela 2: Resultados no modelo a trés momentos para a combinagio dos Ativos 2, 4 e 6

Modelo a trés momentos

Retorno Variancia Carteira de
Combinagao excedente fixada Assimetria Assimetria Curtose Coef. de Coef. de Coef. de
fixado (Markowitz, e maxima maxima calculada Variagao Assimetria Curtose
aumentada 5, (ponderadores)

10, 15 e 20%)

Ativo 2 -0.3985
Ativo 4 1.3544 1.327 0.9962 0.558 3.953 0.85 0.36 2.24
Ativo 6 0.1806
Ativo 2 -0.6200
Ativo 4 1.3544 1.394 1.1723 1.214 5.305 0.87 0.74 2.73
Ativo 6 0.6229
Ativo 2 -0.5702
Ativo 4 1.3544 1.460 1.2445 1.565 6.289 0.89 0.89 2.95
Ativo 6 0.5642
Ativo 2 -0.5319
Ativo 4 1.3544 1.526 -1.2997 1.868 7.254 0.91 0.99 3.11
Ativo 6 0.5191
Ativo 2 -0.4996
Ativo 4 1.3544 1.593 1.3463 2.148 8.224 0.93 1.07 3.24
Ativo 6 0.4812
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Para as quadruplas obtidas nesta combinacao de ativos, os aumentos de 5%, 10%, 15% e
20% na varidncia também ocasionaram aumentos nas respectivas curtoses. Os coeficientes de
curtose, 2.24, 2.73, 2.95, 3.11, 3.24, calculados para a carteira de Markowitz, e para as carteiras
de assimetria maxima obtidas pelo acréscimo de 5%, 10%, 15% e 20% da variancia de Markowitz,
respectivamente, também aumentaram a cada acréscimo da varidncia. Com isso, observou-se
que a carteira de Markowitz obtida pelo modelo Média-Variancia, para aquele retorno especifico,
apresentava a forma platictrtica desejada, mas & medida que foi aplicado o modelo a trés momentos,
as carteiras foram apresentando coeficientes de curtose cada vez maiores até atingirem a forma
leptoctrtica nas carteiras de assimetria maxima para aumentos de 15% e 20% na variancia. Desta
forma, para a combinacao dos Ativos 2, 4 e 6, optou-se pelas triplas de assimetria méxima obtidas
pelo aumento de variancia a 15% e 20% para simulagdo numérica a quatro momentos. Foram
utilizadas, inicialmente as proprias triplas 1159 € Thgy na composigao do conjunto de restrigoes
que definem o conjunto admissivel para cada problema a quatro momentos:

min of Mya®3 min of Mya®3
T atr = 1.3544 T atr = 1.3544
15% 7\ afMa = 1.526 © 120% 7Y afMpa =1.593
atMs;a®? = 1.868 atMs;a®? = 2.148

obtendo para cada tripla de assimetria maxima fixada, uma carteira 6tima de curtose minima «o*:

—0.5319 —0.4996
afs = | 1.2997 e Al = | 13463 |,
0.5191 0.4812

e seus respectivos valores de cutose minima que coincidiram com os valores obtidos para a carteira
de assimetria maxima no modelo a trés momentos.

Tabela 3: Resultados no modelo a quatro momentos para a combinacdo dos Ativos 2, 4 e 6

Modelo a quatro momentos

Retorno Variancia Assimetria Carteira de
Combinagao excedente fixada fixada curtose Curtose Coef. de Coef. de Coef. de
fixado (aumentada (reduzida 5, minima minima Variagio Assimetria Curtose
15 e 20%) 10, 15, 20%) (ponderadores)

Ativo 2 0.142551

Ativo 4 1.3544 1.5262 1.775 1.239861 6.905 0.91 0.94 2.96
Ativo 6 0.018005

Ativo 2 0.152981

Ativo 4 1.3544 1.5262 1.681 1.195728 6.679 0.91 0.89 2.87
Ativo 6 0.033206

Ativo 2 0.155334

Ativo 4 1.3544 1.5262 1.588 1.158686 6.483 0.91 0.84 2.78
Ativo 6 0.046805

Ativo 2 0.153127

Ativo 4 1.3544 1.5262 1.495 1.125183 6.304 0.91 0.79 2.71
Ativo 6 0.059674

Ativo 2 0.224570

Ativo 4 1.3544 1.5925 2.040 1.282000 7.777 0.93 1.02 3.07
Ativo 6 -0.008596

Ativo 2 0.237080

Ativo 4 1.3544 1.5925 1.933 1.234000 7.494 0.93 0.96 2.96
Ativo 6 0.007779

Ativo 2 0.240828

Ativo 4 1.3544 1.5925 1.825 1.194008 7.250 0.93 0.91 2.86
Ativo 6 0.022314

Ativo 2 0.239714

Ativo 4 1.3544 1.5925 1.718 1.157930 7.030 0.93 0.85 2.77
Ativo 6 0.036006

DOI: 10.5540/03.2025.011.01.0474 010474-5 © 2025 SBMAC


http://dx.doi.org/10.5540/03.2025.011.01.0474

Proceeding Series of the Brazilian Society of Computational and Applied Mathematics. v. 11, n. 1, 2025.

Na Tabela 3 sao apresentados os resultados para a aplicacao do modelo a quatro momentos,
quando o conjunto admissivel no problema de otimizacao é composto, como antes, a partir das
triplas de assimetria méxima 759, € 159y, reduzindo sistematicamente o valor da assimetria em
5%, 10%, 15%, 20%, e mantendo os valores de retorno e varidncia aumentada em 15% e 20% da
variancia de Markowitz.

4 Consideracoes Finais

Na combinagao de Ativos 2, 4, 6, o coeficiente de curtose da carteira de Markowitz se reportava
a forma platicurtica, mas apos a aplicagao do modelo a trés momentos o coeficiente apresentou um
aumento muito expressivo alterando a forma da distribuigao para leptocirtica a partir da terceira
iteragao. Os resultados apresentados ilustram que a aplicagao do modelo a quatro momentos
possibilitou um maior controle da curtose, indicando a relevancia do modelo a quatro momentos
e sugerindo uma maior eficiéncia quanto maior o nimero de momentos considerados no problema.
Além dos elementos apontados anteriormente, cabe destacar que a literatura da area indica a
incorporagao da curtose para investidores avessos ao risco. Ao controlar melhor a assimetria e a
curtose, a carteira obtida no modelo a quatro momentos pode reduzir a probabilidade de obtengao
de grandes retornos negativos.
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