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Resumo. Neste trabalho apresentamos a modelagem do escoamento de 4gua em canais naturais
de secdo transversal retangular com leito erodivel por meio do sistema de Saint-Venant-Exner.
Em seguida descrevemos o método Ying-Khan-Wang para a resolugdo numérica de tal sistema de
forma desacoplada em trés passos. Tal método consiste em um esquema de volumes finitos do
tipo Upwind conservativo e bem balanceado. Por fim, apresentamos simulagoes do escoamento em
canais acoplado com efeitos erosivos no leito e tecemos consideragoes sobre as condigdes para que a
dindmica esteja em estado de equilibrio.

Palavras-chave. Hidrodindmica, Transporte de Sedimentos, Saint-Venant-Exner, Métodos Numé-
ricos.

1 Introducao

O estudo e a modelagem numérica de escoamentos em canais naturais sao de grande importéancia
publica, especialmente em casos de cheias e de rompimento de barragens, permitindo uma anélise
preditiva e aumentando a seguranca das comunidades préximas. Nos casos de rios, por exemplo,
a adgua causa erosao do solo e trasporta estes sedimentos erodidos, sendo assim necessério acoplar
o transporte de sedimentos a hidrodinamica.

No presente trabalho apresentamos a modelagem do escoamento de dgua em canais naturais
abertos com leito erodivel a partir do sistema de Saint-Venant-Exner, que consiste em um conjunto
de equagobes diferenciais parciais composto pelas equagoes de conservacao de massa d’agua, de
balan¢o de momento linear (equagdes de Saint-Venant) e de conservagido de massa de sedimentos
(equagao de Exner). Estas leis de conservagdo formam um sistema hiperbdlico que nao possui
forma conservativa. A partir deste modelo implementamos o método Ying-Khan-Wang para as
equagoes de Saint-Venant e acoplamos a ele a resolugao da equagao de Exner. Por fim, utilizamos
esta metodologia para simular casos de hidrodinamica com transporte de sedimentos.

2 Modelagem Matematica

Considere um canal natural de fluxo essencialmente unidirecional e raso, isto é, seu compri-
mento € significativamente maior que sua profundidade. Neste caso, o escoamento de um fluido
newtoniano, como a agua, pode ser modelado por meio das equagoes de Saint-Venant [1, 3], forma
unidimensional das equagoes de aguas rasas. Considere também que o leito deste canal é erodivel,
e a erosao, o transporte e a deposicao dos sedimentos no leito do canal podem ser modeladas por
meio da equagdo de Exner [2].
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Seja = [m] a distancia de um ponto no canal a um ponto de referéncia, geralmente o inicio do
canal, como mostrado na Figura la. Assim, para cada posi¢do x num instante de tempo ¢ [s] temos
uma se¢ao transversal do rio. Neste trabalho consideramos que todas as se¢oes transversais sao
retangulares, como ilustrado na Figura 1b. Assumimos que o canal possui comprimento L [m], isto
é, o dominio espacial do problema é Q = (0, L), e consideramos um intervalo de tempo I = (to, T,
onde tg [s] e T [s] s@o os tempos inicial e final da dindmica do fluido.

(b)

Figura 1: Canal dividido em se¢oes transversais. Fonte: dos autores.

Neste modelo, para um instante ¢ € I e um ponto x € Q, b(z) [m] é a largura do canal, a
profundidade da 4gua é dada por h(z,t) [m], e, a partir de um horizonte de referéncia apresentado
como z = 0, medimos a altura de dgua z(x,t) [m] e a cota do leito, zy(z,t) [m], de forma que
z = zp+h. Resolveremos as equagoes de Saint-Venant em termos da drea molhada A(z,t) [m?] e da
vazdo Q(z,t) [m?/s], que mede o volume d’dgua que atravessa tal segao transversal no determinado
instante de tempo.

Diante destas variaveis, o sistema de Saint-Venant-Exner [4] é composto por trés leis de conser-
vagao: equagao de conservagao de massa de dgua, equacao de balango de momento linear e equagao
de conservagao de massa de sedimentos, dadas respectivamente por

0A  0Q

E + % = O7 (1&)

0Q 0 [@Q? _ 0z

Oz dgp(v)

Fr P (c)

nas quais Sy [—] representa a forga de atrito entre a dgua e o solo, dado por

2

Sy = AR4/3Q’ (2)

onde ny [s/m'/?] é o coeficiente de rugosidade de Manning, R [m] o raio hidraulico, que é definido
como a razao entre a area da se¢ao transversal molhada e o perimetro molhado, sendo dado para

canais retangulares por R = ¢ [—] é um termo que representa a porosidade do leito do canal,

A
2h 4+ b’

v [m/s] é a velocidade de escoamento de dgua definida por v = %, utilizada para determinagao do

DOI: 10.5540/03.2025.011.01.0432 010432-2 © 2025 SBMAC


http://dx.doi.org/10.5540/03.2025.011.01.0432

Proceeding Series of the Brazilian Society of Computational and Applied Mathematics. v. 11, n. 1, 2025.

fluxo de sedimentos por unidade de largura, q,(v) [m?/s], a qual modelaremos pelo fluxo de Grass,
dado por

gy(v) = Ag(v)[o™ v (3)

onde, m [—] é uma constante arbitraria maior que 1 e Ay(v) [mZ="s(mM=1] & uma funcio que
representa a intensidade de erosao do leito do canal, que é mais alta para materiais mais facilmente
erodiveis, a qual tomaremos como constante neste trabalho.

3 Meétodo Ying-Khan-Wang para Saint-Venant-Exner

Para resolver o sistema de Saint-Venant-Exner utilizamos uma estratégia desacoplada, pois,
por mais que seja composto por leis de conservagao, o sistema nao pode ser escrito em uma
forma conservativa [4]. Assim, resolvemos as trés equagdes separadamente, em um método de
trés passos. Os dois primeiros passos deste método sao os passos do método Ying-Khan-Wang
[5] (YKW) que resolve a hidrodinimica do problema, ja o terceiro passo computa a evolugao
do transporte de sedimentos com base nos valores calculados nos passos anteriores. Conferindo
assim a caracteristica de resolucao desacoplada, uma vez que os fenémenos de hidrodindmica e de
transporte de sedimentos sao computados separadamente.

3.1 Resolugao da hidrodinamica pelo método YKW

O método YKW é um método de volumes finitos, conservativo e de caracteristicas Upwind
para as equagoes de Saint-Venant (1a)-(1b). Assim, considere que o dominio €2 é discretizado em
uma malha uniforme com n, células, de forma que z;y,/2, ¢ = 0,...,n, sao os noés, que definem
as células ¢; = [z;_1/2,Ti11/2] i =1,...,n4, com centréides x;, onde sdo calculadas as médias das
quantidades conservadas na célula.

Como um método conservativo, a sua evolugao no tempo é dada por

u?%—l :u?+§7§; [fz—% 7fi+%j| +Atsi, (4)
onde At é o passo no tempo, calculado a cada iteracao de forma que o método seja estavel, Ax
é o tamanho das células da malha uniforme, u} é a solugdo numérica de determinada quantidade
conservativa u no tempo " na posigao x;, s; ¢ o termo de fonte calculado neste ponto e f; /2 é o
fluxo numérico, que aproxima o fluxo da lei de conservagao no né /2, ¢ neste termo também
que se encontra a caracteristica Upwind do método, indicando que este fluxo numérico é calculado
utilizando apenas as informacoes & montante, isto é, das células de onde a agua flui para a célula
C;.
Considerando apenas as equagoes de Saint-Venant (1a)-(1b), definimos o fluxo numérico por

Qg—i—k )
Afr

e o termo de fonte por

nu@rler| |, (6)

HEATE
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onde k, que rege a caracteristica Upwind do método, é da forma

07 s€ QZ > 07 Qi+1 >0
k= 17 s€ Ql < 07 Qi+1 <0 y (7)
1/2, caso contrario

sendo que k = 1/2 implica em uma média dos valores com k =0¢e k = 1.
0z

ox

Downwind e Upwind que sao ponderadas pelos pesos Wqown € Wyp dados por

Ve
1— /¢ /o S R (XA eh

sendo que C,4°" e C,"P sdo da forma

Crdown _ At ‘/;'—Q—l—k - ~V"’L‘—k e CruD _ At ‘/'L—Q—k - ‘/’L—1+k (9)
Titl—k — Ti—k 2 Titk — Ti—1+k 2

Q7|
A

Com estas definigoes apresentamos os passos do método YKW, que s@o os dois primeiros passos
do método para o sistema Saint-Venant-Exner. Considere conhecidas as quantidades conservadas
A, @ e z, em determinado instante t™ e certo passo no tempo At de forma que o método se
mantenha estavel, obtemos, no primeiro passo, os valores de A para as células do dominio em
t"tl =™ + At de acordo com a evolucao dada por

Além disso, o termo entre colchetes é uma aproximagao de por combinagao das aproximagoes

(8)

Wdown =

com a velocidade V; dada por V; =

Ai = Ai - sz( itk T i—k)a (10)

e, no segundo passo, obtemos os valores de @ em t"*! por

Qrtt = gn — At Q1) _ Q1) n
‘ © Az Atk Al

waoen (22) g, (2
dovwn Az down " Az up

3.2 Acoplamento da equagao de Exner

(11)
—+At(—gA?H

_gnﬂQﬂQﬂ
AR (RSB )

Deste modo, com A e @ conhecidos em t"*!, podemos calcular a velocidade v, por conseguinte
calculamos o fluxo de sedimentos (3), e entdo resolver a equagdo de Exner neste passo no tempo
se torna resolver
tn+1a

db

—dt 12

< (12)

n+l _ _n
Zb =2y —

tn

a qual, com a aproximagao da integral para frente no tempo e aproximando a derivada de forma
Upwind obtemos a evolu¢ao da cota do leito z;, e terceiro passo do método, que no caso em que
q» > 0 é dado por

tn-‘rl) tn+1)

- Qb(ﬂci—h
Ax

Ly

(i, ) = (s, #) — et 2 (13)
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3.3 Meétodo de trés passos

Deste modo, o esquema abaixo ilustra como o método YKW para Saint-Venant-Exner evolui
as suas quantidades conservadas do tempo t" para o tempo t"*1,

An (10) An+l fixo Antl fixo Antl
Qn fixo Qn (11) Qn+1 fixo Qn+1 ] (14)
2y fixo 2y fixo 2y 4% ZZ?H

O método deve obedecer a fisica do problema, assim, as condi¢oes de contorno, que sao cal-

culadas por meio de células fantasmas, dependem do regime de fluxo calculado pelo ntimero de
v . . -

Froude Fr = ‘—‘h, definindo quantas informacoes devemos prescrever ao contorno e quantas de-
g

vem ser livres para calculo do proprio método, nestes casos, as varidveis livres sao estipuladas

por extrapolagao linear. Além disso, foi implementado tratamento de leito seco, para que nao
houvesse instabilidades no caso de profundidades de aguas quase nulas, e, nestas, a velocidade foi
regularizada.

4 Simulagao de fluxo estavel sobre ressalto

Considere um canal de se¢ao retangular de 25 m de comprimento e 1 m de largura, discretizado
em uma malha uniforme de espagamento Az = 0.1 m, com cota de fundo no instante inicial dada
por

0 sex <8ex>12

2(@,0) = { 0.2 —0.005(z — 10)2, se8<az <12 (15)

Seja a altura de agua z igual a 0.33 m e a vazao 0.18 m®/s em todo o dominio no instante
inicial. Submetemos o fluido a uma altura de z = 0.33 m no bordo & jusante e a uma vazao de
Q@ = 0.18 m?/s no bordo & montante como condi¢oes de contorno.

Considere também que o solo é rugoso, cujo atrito € definido por ny = 0.01 s/ml/?’7 sua
porosidade é dada por ¢ = 1072 em todo o dominio, e o fluxo de sedimentos (3) com m = 1.5 e
A, =1m'/2s1/2 isto 6,

g = vVl (16)

Nestas condi¢oes simulamos a dindmica, cujos perfis da altura d’agua z e da cota do leito z,
apresentamos na Figura 2 para os instantes de tempo inicial ¢t = 0 s e final ¢ = 200 s.

0.6 T 0.6 \
V4 z
0.4 “b 1 0.4 %b 1
E E
~ 0.2 - /\ 7 ~ 0.2 - 7
0 0 e
0 5 10 15 20 25 0 5 10 15 20 25
x[m] x[m]
(a) t=0s. (b) ¢ =200 s.

Figura 2: Perfis da altura d’agua z e da cota do leito z;, da simulacao no canal com ressalto. Fonte:
dos autores.
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5 Simulagao em canal de largura variavel

Considere um canal retangular de 25 m discretizado em uma malha uniforme de espagamento
Az = 0.1 m cuja largura é dada por

1 se0<z<5
1.5—2/10 seb<x <10
b(x)=<¢ 0.5 sel0<x <15 . (17)
x/10 —1 se 156 < x < 20
1 se 20 < x <25

Seja o atrito entre fluido e solo definido por ny; = 0.01 s/rnl/s7 a porosidade do leito dada
por e = 107! e A, = 1 m'/?s'/2 com m = 1.5, escolhidos a fim de uma maior facilidade no
transporte de sedimentos, com o qual o estado de equilibrio deve ser obtido com um tempo menor
de simulagao. Considere que, no instante inicial, a cota do leito é constante z; = 0, altura de agua
¢ 2=0.33m e a vazio ¢ Q = 0.18 m?®/s em todo o dominio.

Os perfis da altura d’agua z e da cota do leito z, da simulagdo no canal de largura variavel sao
dados pela Figura 3 nos tempos 60 s e 600 s, sendo que no instante ¢ = 600 s a solugao estad em
steady-state.
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Figura 3: Perfis da altura d’agua z e da cota do leito z, em diferentes instantes de tempo. Fonte:
dos autores.

Estando no estado de equilibrio, a vazao deve ser constante, como é apresentado pela Figura
4a. Apresentamos também os graficos no estado de equilibrio da velocidade média do fluxo v, da
profundidade de agua h e da area molhada A nas Figuras 4b, 4c e 4d, respectivamente.

6 Consideracgoes Finais

As simulagbes numéricas apresentadas neste trabalho indicam que o método YKW para o
sistema Saint-Venant-Exner é robusto e bem balanceado, inclusive para casos de agua em constante
movimento, tendo se mostrado eficaz na resolucao de problemas de hidrodindmica com transporte
de sedimentos. A metodologia numeérica foi capaz de simular com precisao e robustez um caso
de transporte com erosao do leito em que o sistema atinge o estado de equilibrio, com a vazao
Q e a area molhada A constantes no tempo, diferentemente dos casos que excluem transporte de
sedimentos, nos quais o estado de equilibrio tem apenas a vazao constante.
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Figura 4: Perfis no estado de equilibrio no canal com largura variavel da vazao @, da velocidade
meédia do fluxo v, da profundidade de 4gua h e da area molhada A. Fonte: dos autores.
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