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Resumo. Este trabalho visa verificar numericamente a reconstru¢do do tensor de condutividade
térmica em um modelo térmico transiente bidimensional com condigbes de contorno mistas, mode-
lado analiticamente por equagdes diferenciais parciais resolvidas numericamente usando o método
pseudoespectral de Chebyshev (MPC), para discretizagao das varidveis espaciais, em conjunto com
o método de Crank-Nicolson (C-N), para discretizagao da varidvel temporal. A reconstrugao da
funcao de condutividade térmica é resolvida pelo método da Evolucao Diferencial Melhorada em
Paralelo (EDM). A EDM é uma variante do algoritmo de otimizacao Evolucao Diferencial, ambos
pertencem a classe de algoritmos evoluciondrios, que sao técnicas de otimizagdo baseadas em prin-
cipios inspirados no processo de evolugao natural. Neste trabalho, EDM é empregado para obter a
solug@o 6tima para o tensor de condutividade térmica. Para verificar o cédigo utilizamos o Método
das Solugoes Manufaturadas.

Palavras-chave. Método Espectral, Reconstrugao de Parametros, Evolugao Diferencial Melhorada.

1 Introducao

Neste artigo, mostramos os resultados da verificagao de um método de solugao numérica do
problema de reconstrucao do tensor de condutividade térmica em um modelo térmico transiente
bidimensional com condigoes de contorno mistas. Para tal, tomamos um modelo de conducao de
calor bidimensional transiente com tensor de condutividade varidvel nas direcoes x e y, visando o
estudo da condutividade de materiais isotrépicos e anisotrépicos. Sendo assim, consideraremos a
seguinte EDP que descreve o problema no dominio I' x (0,¢], ¢ > 0, com I' = (0,11) x (0,13) C R?.

or
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é o tensor de condutividade térmica, onde k(x,y) = k11(x,y) = koa(x,y) e ki2(z,y) = ko1 (x,y) = 0.
Na fronteira, consideramos as condigoes de contorno do tipo Robin dadas por:

or
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or

k(lhy) ax

(llvyat) + hQ(y)(T(lbyvt) - f2(y7t)) =0 para y e (07 12)7t € (07t)> (4)

—k(m,())%(x,o,t) + h3(z)(T(z,0,t) — f3(x,t)) =0 para x € (0,11),t € (0,¢), (5)

k(x,b)%(l‘,lg,t) + h4($)(T(I,lQ7t) — f4(1‘,t)) =0 para T € (0,11),t € (O,t), (6)

T(z,y,0) =Ty naregiao T, (7)

onde T'(z,y,t) é a temperatura, C > 0 é a constante de capacidade térmica, h; com ¢ = 1, ...,4 sédo
funcoes de transferéncia de calor e f; com i = 1, ...,4 sdo funcoes de fluxo de calor na fronteira. A
discretizagao espacial da EDP na Eq. (1) é feita por meio do Método Pseudoespectral de Chebyshev
(MPC) que tem precisdo exponencial e para a discretizagdo temporal aplicamos o método Crank
Nicolson (C-N) devido & sua simplicidade, precisdo de segunda ordem e principalmente por ser
estavel, veja mais detalhes em [1].

1.1 Método Pseudoespectral de Chebyshev (MPC)

Para aplicar o MPC, tomamos em I' = (0,1;) x (0,l2) € R? uma malha composta por (n+ 1) x
(n+ 1) pontos que sdo transformados em (n + 1) pontos de Chebyshev Gauss-Lobatto z; e y; nas
direcoes horizontal e vertical, respectivamente. Para cada diregao, seja &; um ponto de colocagao
otimizada, denominado ponto Chebyshev Gauss-Lobatto:

L1 . .
xi:5[1—cos(m/n)],z:0,1,-~- , M. (8)

Desta forma, temos pontos nao igualmente espagados e vamos associa-los aos polinémios de Chebyshev
¢(&;). Nos métodos espectrais aproximamos a funcao desejada, u(z) (unidimensional), pela série
de Chebyshev truncada. Para o método pseudo-espectral tomamos esses valores nos pontos de
colocacdo ;. Assim

N
un(Z;) ~ ZC@(@) com ¢ = m ) 9)

onde a representacao espectral é feita pelos coeficientes ¢; e w é uma funcdo peso que produza a
ortogonalidade do polinémio de Chebyshev em relagdo ao produto interno. Para a diferenciagao
de Chebyshev seja p(x) um polinémio interpolador e dado um conjunto de valores u(Z;) = p(&;),
j=1,--- N, de uma funcao unidimensional u(z), a derivada discreta em relacdo a = no ponto
de colocagdo Z; pode ser aproximada por u/(&;) & p’(Z;). Como esta operagdo é linear podemos
escrever u'(&;) = e]TDuT onde e; é o (j + 1)-ésimo vetor canénico de ordem N+1. A matriz
D = [d;;], com 0 <1,j < N, é chamada de matriz diferenciagdo. Seja D a matriz de diferenciacao
de Chebyshev (n 4+ 1) x (n 4+ 1) podemos construir a seguinte decomposi¢ao (por linha ou por
coluna):
g

T
1

D=1| . | =ldo,di,...,d], 7id; R i=0,...,n. (10)

T
Tn
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Aplicando o MPC no termo que possui a diferencial em relacio a varidvel x da parte principal da
EDP da Eq. (1) obtemos

i ) 8T(‘T0ayjat)
Ox (k(xg,yj) Ox

T? := : ~ D(KjT;), j=0,...,n, (11)

ﬁ . 8T(xna yja t)
ax (k(xnayj) 8.’1}

onde K7 € a seguinte matriz diagonal

K? = diag(k(zo, y;), k(x1,95), - .- k(zn, 7)), §=0,1,...,n. (12)
Usando a Eq. (11) e T; ~ DT}, obtemos
0 8T(,’Ei,yj7t) T z . .
I (k(ﬂﬁmyj)az ~r; (KiDT;), i=1,...,n—1, j=0,...,n. (13)

Aplicando o MCP nas condi¢oes de fronteira Egs.(3)-(6), para os pontos (zo,y;), j =0,...,n, e
para (Z,,y;), 7 =0,...,n, com aproximagao similar dada na Eq.(11) obtemos

" - OT (x4, y4,t
T? ~ Zdik(l‘i,yj)g

5 ox
=0
0T (xo,y;,1) iy OT (x;,y;,1) 0T (xn,yj,1)
= dok(xmyj)T + ; dik($i7yj)T + dnkll(xnu yg)T (14)
= [h1(y;)doe] + DiK§Dy — ho(y;)dnel | Ty — doha(y;) f1(ys, t) + duha(y;) f2(y;, 1)
= AT, +by,
onde
A = h(y;)doe] + DiKFDy — ho(y;)dnes i1, by = —dohi(y;) f1(y;,t) + dnha(y;) f2(y;,t), (15)
i
Dl :[d17"'7dn—1]a D2: ) Kf:dlag(k(xhyﬁ)aak(‘rn—lvy])) (16)
T
Th—1

Analogamente, uma equagao similar é obtida ao aplicar o MPC ao termo que possui a diferencial
em relagdo a varidvel y da parte principal da EDP da Eq. (1).

2 Evolucao Diferencial Melhorada

O algoritmo de Evolugdo Diferencial [7], [11] modificado usando o conceito de evolucdo com
conjuntos embaralhados [5] é chamado de Evolugao Diferencial Melhorada (EDM). A EDM é imple-
mentada em processamento paralelo da seguinte forma: (I) no processador mestre, uma populacao
inicial é gerada aleatoriamente e depois dividida em k subconjuntos que sao posteriormente dis-
tribuidos entre um mdaximo de k processadores, (II) o cédigo de Evolucao Diferencial é executado
em cada subconjunto sequencialmente em processadores individuais até que um critério de parada
predeterminado seja alcancado, (III) depois disso, as subpopulagdes sdo agregadas no processador
mestre, passam por um processo de embaralhamento e sao novamente divididas em novas subpopu-
lacoes. O fluxograma que representa a implementagao do método de otimizagao EDM em paralelo
¢ ilustrado na Fig. 1. Mais detalhes sobre EDM podem ser vistos nos trabalhos de [3] e [6].
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da EDM
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‘
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P; em k subconjuntos Sj

Para cada subpopulacao S;‘l
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¥
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¥
@4—‘ Embaralhar a nova populagao }—V/ Critério de parada /

Figura 1: Fluxograma do Método de Evolugao Diferencial Melhorada. Fonte: dos autores.

3 Verificagao de Codigo

O Método da Solugdo Manufaturada (MSM) desenvolvido por [10], [8] e estudado por [4] e [9]
modifica as equagoes diferenciais governantes conduzindo a solugao para uma solugao manufatu-
rada pré-estabelecida. Considere a EDP escrita como Z(Q,¢,t) = F(&,t) , com condigoes de
contorno dadas por Z(Q,&,t) = 4(£,t) , onde @ é a solugdo da EDP, £ é o dominio computacional
e, Z(&,t) e 9(&,t) sdo termos fonte que dependem do dominio computacional e do tempo, mas nao
dependem da solucao ). Cada varidvel do escoamento, representada em @, é atribuida a alguma
fungao continua, por exemplo trigonométrica, exponencial, polinomial ou combinagoes dessas fun-
¢oes. Esse conjunto de solugoes é representado por Q¢(z,y). Estas solugoes manufaturadas sao
substituidas na equacao diferencial parcial continua para gerar os termos fonte:

y(fat) :Z(Q67§7t) ) %(gvt) :ﬂ(Q(i?f’t) . (17)
Os termos fonte .# e ¢4 modificam as equacoes governantes para:

2(Q,¢,1) =2(Q%&1), B(Q,61) = B(Q,&,1) . (18)

Devido & introdugéo dos termos fonte, a solugdo numérica da Eq. (18) deve convergir para a
solugao exata Q°. Isto ocorrerd se a implementagao e a discretizagao das equagOes governantes
estiverem corretas. Além disso, a ordem de convergéncia de malha deve ser verificada comparando
a diferenca entre a solucao convergida Q¢ com a solugao exata Q¢ utilizando uma norma qualquer.
O erro &( Q°,Q°) = || Q° — Q¢ || é utilizado para calcular a ordem de convergéncia de malha
do método numérico, através da Eq. (19). Se a ordem numérica coincidir com a ordem tedrica,
entao pode-se dizer que o cédigo estd verificado e livre de erros de implementagao. As solugoes
manufaturadas podem ser quaisquer fungoes diferenciaveis de classe C™, com n grande o suficiente
de tal forma que os termos de erro de truncamento da expansao em séries de Taylor, das varidveis
discretizadas, nao sejam nulos. Para calcular a ordem de convergéncia de malha do método numé-
rico, considere uma variavel de interesse .# representando, por exemplo, a temperatura, velocidade,
etc. Se a solugdo exata .#¢ é conhecida (gerada pela solugdo manufaturada), entao, para um epa-
camento de malha h, a variavel .# pode ser expandida em séries de Taylor gerando a seguinte série
infinita: #(h) = #¢+ A1ht + Ash? + ...+ A,h™ + ... Se a implementagao de um c6digo numérico
for de ordem 2 por exemplo, entdo A; = 0 e Ay # 0. Truncando a série de Taylor a partir do
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termo m tem-se: #(h) = ¢+ Ah™ | onde A e m sdo incégnitas. Se a implementacdo do cédigo
for de ordem 2, entdo o coeficiente m — 2 quando a malha é refinada. Se uma solugédo exata € é
conhecida entdo exitem duas incégnitas nessa equacdo. Essas incégnitas sao os coeficientes A e m.
Logo, sao necessarias solugoes em duas malhas distintas para determinar o valor dessas incognitas,
ou seja, £ (hy) = F°+ Ah" | I (he) = I+ ARY' . A ordem de precisdo é obtida dividindo uma
equagao pela outra e, em seguida, isolando m nessa equagao:

m . £ (ha) =5
(hz) I Gy Rl N 8 v e (19)
hy |7 (h1) = 7« log 42

A solugao manufaturada usada para verificagdo cédigo desenvolvido nesse trabalho é dada por:

T(x,y,t) = e t/?(sen(zy) + cos(zy)), K(z,y) = 20sen(zy) + 20cos(zy),

g(x,y.t) = (x—1/2)> + (y = 1/2)*,  hl(y) = 3sen(y), (20)
h2(y) = 3cos(y), h3(z) = 3sen(z),

h4(zx) = 3cos(z), fl(y,t) = —20ye~t/? 4 3sen(y)e /2,

f2(y,t) = 20yet/?(cos®y — sen?y)) + 3cos(y)e /2 (sen(y) + cos(y)),

f3(x,t) = —20ze~t/? 4 3sen(x)e~t/?,

fA(z,t) = 20ze % (cos’x — sen’x) + 3cos(x)e /% (sen(z) + cos(x)),

s(z,y,t) = e t2(=(1/2)(sen(zy) — cos(zy)) + 80(cos(xy)ysen(zy)
+cos(zy)x?sen(zy))) — (v — 1/2)% — (y — 1/2)2,

onde s(z,y,t) é o termo fonte da solugdo manufaturada que é adicionado na Eq. (1) apds g(x,y,t).
O teste de convergéncia de malha é feito usando malhas com tamanhos i X h com h = 4,5,6, ...,16
e plotado em escala logaritmica, mostrado pela Fig. 2. Verifica-se que o método numérico imple-
mentado com discretizagao espacial feita com o MPC e com discretizagao temporal usando C-N
possui ordem de decaimento super-geométrica do erro e estd entre as ordens de referéncia 12 a
15, chegando a 16, com padrao descrito por [2]. H4 um limitante para o decaimento do erro em
torno de 107?, que estd ligado aos erros numéricos do método para resolucio do sistema linear
gerado pelo C-N. O resultado permite avaliar que o c6digo estd livre de erros de implementagao. A
préxima etapa de verificagio é resolver o problema inverso para determinar K (x,y), onde a solugao
manufaturada gerada, com s(x,y,t) incorporada & g(x,y,t), serd utilizada para testar o método
de busca da K (z,y) usando a EDM.

4 Reconstrugao de K (x,y) usando o Método Heuristico EDM

Para determinar K(z,y) usando a EDM deve-se ter T'(z,y,0) e T'(z,y,ts) que podem ser
determinados analiticamente ou medidos experimentalmente em laboratério. Como conhecemos o
valor de T'(z,y,t), dado pela solu¢do manufaturada, temos esses dois valores. Entao o processo de
resolugao do problema para determinar K (z,y) é um processo de minimizacao modelado por:

Min E=|T(z,y,t5) — T(z,y, tp)|, s.a¢ Kpin < K(@,y) < Knmas - (21)

onde T(z,y,ts) é a solugio numérica da EDP, T'(z,y,ts) é a solugdo analitica da EDP. O processo
de busca de K (z,y) é feito pela EDM em Paralelo. O problema descrito pela Eq. (1) foi resolvido
na malha h x h com h = 9 pontos totalizando um dominio de busca com 81 pontos para a EDM. Os
graficos na Fig. 3 mostram a comparagao entre T'(z,y,1) e T(x, y,1)comz=0,..,1ey=0,..1
e entre K(z,y) e K(z,y) no mesmo dominio em t = 1. O grafico na Fig. 2 & direita mostra a
magnitude do erro entre T(z,y,1) e T(z,y,1). Jé os graficos da Fig. 4 mostram a magnitude do
erro entre K (z,y) e K(x,y) em t = 1, onde o grafico da direita nessa figura mostra o erro no interior
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Figura 2: A esquerda: Ordem de convergéncia de malha. A direita: magnitude do erro entre T
analitico e T numérico em t=1. Fonte: dos autores.
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Figura 3: Comparacao entre a solugao anal. e num. para T e K em t=1. Fonte: dos autores.
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Figura 4: Diferenca entre K analitico e K numérico em t=1. Fonte: dos autores.

do dominio. O tempo de execucao do algoritmo para reconstruir K (z,y) usando EDM em Paralelo
foi de 55,34 horas usando 10 processadores, sendo 6 fisicos e 4 virtuais em uma arquitetura de
memoéria compartilhada. A diferenga entre T analitico e T' numérico gerou erro pontual maximo
de 1,5 x 1077 que esta préximo ao valor esperado conforme indicado pelo grifico de ordem de
convergéncia de malha apresentado na Fig. 2. O erro cometido ao reconstruir a condutividade
térmica K no interior do dominio foi pontualmente de no méximo 3,0 x 1073, no entanto no
ponto (x,y) = (0,0), que é um ponto de quina, um erro pontual de magnitude 1,9 foi obtido.
Apesar do valor enorme do erro nesse ponto, a temperatura 1" estd muito precisa. Esse fendmeno
ocorre porque no ponto (0,0) as derivadas parciais de T em relacdo a x e a y valem zero para
a solugao manufaturada construida. Se considerarmos as condigdes de contorno dadas pelas Eqgs.
(3) - (6), vemos que K multiplica a derivada parcial de T' e portanto, nessa condigao, qualquer
valor numérico para K é valido. Isto significa fisicamente que se ndo houver variacao térmica em
I', aquecimento ou resfriamento, fica impossivel determinar ou reconstruir o valor de K usando
a modelagem dada pela Eq. (1). O tempo computacional para execu¢iao do c¢idigo estd muito
alto, porém esse problema foi resolvido com uma técnica de interpolagao com fungoes radiais RBF
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discutido em mais detalhes em outro trabalho, onde conseguimos reduzir o tempo computacional
para 8,4 minutos e além disso também amenizou o problema de reconstrucao da K em pontos onde
as derivadas parciais de T' se anulam em I'.

5 Consideracoes Finais

A verificagao do algoritmo pode ser realizada por meio do Método das Solugoes Manufaturadas.
O procedimento indicou que o método de evolugao temporal C-N em conjunto com a discretizagao
espacial feita por MPC, para a Equagao Diferencial Parcial que modela a condugao térmica tran-
siente bidimensional com condigbes de contorno mistas dadas pelas Egs. (1) e (3) - (6) possui uma
excelente ordem de convergéncia de malha, do tipo hiper-geométrica. A reconstrucao do tensor de
condutividade K (z,y) foi obtido com boa precisdo exceto em pontos onde as derivadas parciais
de T(x,y,t) se anulam em I'. O tempo computacional de execugio do algoritmo nao foi bom,
mas ja era esperado porque a quantidade de varidaveis de busca é muito grande, forcando muito a
heuristica de busca, no entanto conseguimos reduzir muito esse tempo, para minutos, usando uma
técnica descrita em outro trabalho.
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