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Resumo. Este estudo propde refinamentos na identificagdo representativa de fungdes usando o al-
goritmo BRKGP para fenémenos fisicos. A implementacao da Biblioteca GiNaC em C++ adiciona
uma camada ao algoritmo, permitindo operagoes e visualizacdo de grandezas fisicas nas fung¢oes
encontradas. O algoritmo BRKGP é empregado para validar os resultados por meio de aborda-
gens diversificadas. Destaca-se a suscetibilidade do dominio das varidveis e parametros a erros de
arredondamento. Além disso, a analise evidencia a inclinagdo do algoritmo em selecionar menos
variaveis, aderindo ao principio da navalha de Occam.
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1 Introducao

O campo da Modelagem Matemética desempenha um protagonismo na interpretacdo e descri-
¢ao dos fendmenos, principalmente no meio fisico[4]|. Entretanto, é perceptivel que, geralmente,
modelar relagdes funcionais e precisas entre as variaveis envolvidas (seja descrita por féormulas ou
por fungoes), especialmente em sistemas fisicos e nao lineares ¢ um desafio.

Com o prop6sito de encontrar estas expressoes mateméticas de forma simbdlica, neste trabalho,
é apresentado uma abordagem estruturada a partir da técnica de Regressdo Simbolica combinada
com o algoritmo de otimizagdo BRKGP (Biased Random Key Genetic Programming) [3|. Através
desta metodologia é possivel explorar um amplo espago de solugoes, levando em consideragao
diferentes combinagoes de fungées mateméticas e pardmetros [5]. Fazendo uso de Algoritmos
Genéticos, a busca por solucoes é guiada por critérios de otimizacao, como a minimizagao do erro
entre os valores observados e os valores previstos pelo modelo [8].

No ambito da pesquisa em Fisica, a aplicacao da Regressao Simbdlica, especificamente com
o algoritmo BRKGP, ainda carece de um aprofundamento significativo. Embora outros méto-
dos tenham sido empregados para abordar essa questao, destacam-se as vantagens observadas na
identificagao de relagoes nao lineares e interagoes complexas entre variaveis, o que contribui subs-
tancialmente para uma compreensao mais refinada dos fenémenos fisicos e fendmenos correlatos |9,
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10]. Entretanto, é crucial salientar a importancia de considerar o contexto especifico do fenémeno
fisico em anéalise, juntamente com as limitagoes inerentes aos dados disponiveis. Além disso, a va-
lidacdo dos modelos obtidos é fundamental, sendo necessaria a realizacdo de testes independentes
e a comparagao dos resultados com dados experimentais [9, 10]. Em Sousa et. al [7], estudos utili-
zando a técnica de Programagao Genética com Chaves Aleatorias Viciadas (do inglés, BRKGP) [3]
visando melhorias no seu algoritmo foram feitos. O BRKGP é uma hiper-heuristica [1] que estende
a técnica do Algoritmo Genético com Chaves Aleatorias Viciadas (do inglés, Biased Random Keys
Genetic Algorithm — BRKGA) [2] com ideias de Programacao Genética.

Nesse trabalho, estendemos este estudo considerando a anélise dimensional das variaveis, ja que
esta é essencial para garantir a consisténcia e validade das funcgoes fisicas, considerando as unidades
das grandezas envolvidas. Diferentes operagoes matematicas foram discutidas em relagao a sua
aplicacao na anélise dimensional, enfatizando a importancia da compatibilidade das dimensoes das
grandezas envolvidas em cada operacao. Parametros especificos do problema foram ajustados com
base na propriedade das unidades para conduzir abordagens sustentaveis. Introduziu-se um novo
parametro, moreDiversity, com resultados benéficos observados, especialmente para a funcao da
Distancia Euclidiana.

O presente artigo segue uma estrutura composta por seis segoes, sendo esta introdugao a pri-
meira delas. Na Secao 2, realiza-se uma concisa revisao da literatura pertinente ao tema abordado.
A metodologia proposta e os detalhes técnicos de sua implementagdo sdo abordados na Segao 3.
Na sequéncia, na Segao 4, sdo apresentados os resultados obtidos a partir dos testes de validagao.
Estes resultados sao organizados em tabelas e comparados com a funcao original, isto €, a fungao
teoricamente proposta encontrada em textos que abordam o fendémeno fisico em estudo. Por fim,
na Segao 5, sao delineadas as conclusoes alcancadas, acompanhadas das perspectivas futuras para
o aprimoramento tanto da metodologia quanto dos resultados obtidos.

2 Meétodos

2.1 Regressao Simbdlica

A regressao simboélica constitui uma técnica no dominio do aprendizado de maquina que visa
identificar modelos matemaéticos simbolicos capazes de descrever a relagao existente entre um con-
junto de variaveis de entrada e uma variavel de saida especifica. O procedimento engloba a cons-
tru¢ao de um conjunto de dados de treinamento, contendo valores previamente conhecidos das
variaveis em questao. Posteriormente, emprega-se um algoritmo de regressao simbolica para iden-
tificar a fungao que melhor se ajusta aos dados fornecidos. O intento subjacente a esse processo é
a minimizagao do erro entre as previsoes geradas pelo modelo e os valores reais de saida, conforme
discutido por [5].

2.2 Programacao Genética

A Programagao Genética (PG) emerge como uma abordagem amplamente adotada na resolugao
de problemas associados a regressao simbodlica, dada a impraticabilidade de se encontrar solugoes
analiticas em muitos cenarios. A PG, nesse contexto, inicia gerando uma populagdo inicial de
expressoes simbolicas de forma aleatéria. Essas expressoes sdo, entdo, avaliadas quanto & sua
adequagao em relagao ao conjunto de treinamento, e as mais promissoras sao selecionadas para
participar do processo de cruzamento e mutagao. Esse ciclo é repetido iterativamente até que uma
solugao satisfatoria seja alcancada, conforme explanado por [4].

Em uma ampliacio do BRKGA [2], surge o algoritmo BRKGP. Este algoritmo representa
uma nova abordagem para a Programacao Genética, ao empregar uma representagao baseada em
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chaves aleatérias. O BRKGP demonstrou ser capaz de abordar problemas que anteriormente se
mostravam impraticéveis para os algoritmos genéticos tradicionais [3].

3 Resultados e Discussao

Este trabalho se destina a implementar melhorias na metodologia proposta. Foi adicionado
mais uma camada, onde é avaliado as grandezas dimensionais das fungoes geradas ao mesmo tempo
que estas sdo construidas. Assim, sendo possivel avaliar a eficicia da metodologia da Regressao
Simbélica em conjunto com BRKGP, aplicando-a a algumas das fungoes de interesse ja utilizadas
em Sousa et al. [7]. Alinhado a essas premissas, foi decidido adotar uma calibra¢do de desempenho
que ja havia sido previamente examinada com sucesso, conforme evidenciado por Sousa et al. [6].

O calculo do erro adotado baseou-se no Root Mean Square Error, utilizando y; para representar

os valores observados e §J; para denotar os valores previstos: RMSE = \/ % Yo (v — 90)2

Neste estudo, as mesmas fungoes avaliadas em Sousa et al. [7] serdo utilizadas. Uma abordagem
distinta foi adotada para o banco de dados. Foram selecionadas 20 amostras da maior amostra
(40) e, posteriormente, escolhidas 10 amostras da segunda maior amostra (20). Essa estratégia
foi implementada para investigar o impacto que o banco de dados exerce no desenvolvimento do
algoritmo. A Tabela 1 apresenta os problemas-testes que serao analisados. Todos os problemas
foram retirados de [9].As constantes foram colocadas em negrito, nao foi feita distingdo entre
constantes dimensionais e adimensionais.

Tabela 1: Descrigao dos problemas-teste.

Problema Funcgao Variaveis e Constantes
Distancia Euclidiana d=/(za —21)2 + (y2 — y1)? 4,0
Massa Relativistica m= —— 2,2
-z
Produto Interno A=A,-B,+A,-B,+A, B, 6,0
Forga Gravitacional F= (zrm)2+C(Z$I$)1§+(zrz1)2 6, 3
Lentes Delgadas f=ats 3,1
dy ' da
Campo Elétrico E= ﬁ 2,3
Densidade de Probabilidade f=-=2=2 1,3

N
;

3.1 Descricao dos Problemas-teste

Os parametros globais do BRKGP, conforme descritos no estudo de referéncia sobre Programa-
¢ao Genética, sao os seguintes: - populationLen representa o tamanho da populacao, definido como
100; - eliteSize indica a porcentagem de individuos considerados elites na populacao, estabelecida
em 25%; - mutantSize refere-se a porcentagem de individuos mutantes na populagao, definida como
10%; - eliteBias denota a probabilidade de propagagao de genes considerados elites, com uma taxa
de 85%.

Os valores das constantes utilizadas para cada funcao foram: - velocidade da luz no vacuo, c, é
3 x 108 metros por segundo; - constante gravitacional, G, que descreve a forca da gravidade entre
objetos, tem um valor de cerca de 6.67408 x 10~!! metros ctbicos por quilograma por segundo
ao quadrado; A massa da Terra, mq, é aproximadamente 5.972 x 10?* quilogramas; enquanto a
massa da Lua, mg, ¢ de cerca de 7.34 x 10?2 quilogramas; a permissividade do vacuo, "so", é de
aproximadamente 8.854 x 1072 Faraday por metro. Os ntimeros fundamentais, como o niimero
de Euler, e, com um valor de 2.71828, e o namero Pi, 7w, com um valor de 3.14159.
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O escopo deste estudo concentrou-se na validacao do algoritmo empregado, com énfase em
cada funcao especifica. Em cada execugao, o algoritmo foi testado com fungoes unéarias, que
envolviam operagoes de poténcia (a), raiz (r) e exponenciagao (e), bem como fungdes binarias,
incorporando operacgoes de soma, subtracao, multiplicagdo e divisdo. O processo de validagao
foi conduzido mediante a atribuicao de diferentes sementes em cada execugao, proporcionando
robustez a exploragao do espago de solugoes.

Adicionalmente, foram introduzidos novos pardmetros de entrada que impactam a calibragao
do algoritmo. Esses parametros influenciam aspectos cruciais da otimizagao, como o niimero de
reinicios (restartMaz), o méaximo de geragoes sem melhora (Nolmprovement). A inclusdo desses
novos parametros visa expandir a flexibilidade do algoritmo, permitindo uma exploragdo mais
abrangente do espago de solugbes. No Algoritmo 7?7 temos o pseudocodigo do BRKGP proposto
com as modificagoes.

Algoritmo 1: Algoritmo BRKGP

Entrada: Parametros do BRKGP P, Conjunto de dados de entrada @ = (Inp, Out),
Critérios de parada (restartMaz, noImprovementMazx)
Saida: Melhor individuo I com custo f

restart < 0;

custoM elhor Individuo < oo;

restart < restartMax noImprovement < 0;

populacao + inicializar Populacao(P);

populacao + decodi ficar(populacao, Q);

populacao < avaliarCusto(populacao);

custoM elhorIndividuo < obter M elhorCusto(populacao);
nolmprovement < noImprovementM ax
populacaoMutante < aplicarCrossover(P, populacao);

9 populacaoMutante < decodi ficar(populacaoMutante, Q);
10 populacaoMutante <+ avaliarCusto(populacaoMutante);
11 se custoM elhor(populacaoMutante) < custoM elhorIndividuo entao
12 custoM elhorIndividuo < custoM elhor(populacaoMutante);
13 nolmprovement + 0;

14 fim

15 senao

16 ‘ nolmprovement < nolmprovement + 1;
17 fim

18 populacao <+ populacaoMutante;

19 restart < restart + 1;

20 retorna custoM elhorIndividuo, I

o N O A W N

4 AnAlise dos Resultados

Na Tabela 2, apresentamos os resultados obtidos por meio da aplicacdo do Algoritmo 77 com
auxilio da analise dimensional para encontrar fungoes simbolicas que representam problemas fi-
sicos complexos. Nossa analise engloba uma comparagio direta entre as fungdes originais (veja
Tabela 1), que descrevem os fendmenos fisicos, e as fungdes simbolicas derivadas pelo algoritmo.
Esta comparacao pretende avaliar a capacidade do algoritmo em identificar relagoes matematicas
precisas a partir de dados experimentais.
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Tabela 2: Fungoes encontradas.

Problema Equacgao Encontrada
)
Distancia Euclidiana \/\/((.Tg, —29)?2+ (1= (1x1)) — (1%1))/1) * (1 — x0))?)
\/nTo\/(mo—&-(mo—&-mg))—i-%g"—o><1><1><'U><1
Massa Relativistica T !
Lentes Delgadas nx —=i——
(#5+dr )V
Produto Interno Toxs + 1 (mlxo + (m5x4 (1X11)2> vV 12>
. (w5 (o X20)Z5)Z5)) X srmrgrasd—emer ) X 0.667408%)0.6674082)
Forga Gravitacional ( 734 020 0.6671400183—0.667408 )2
% 10
Campo Elétrico +x10
0.08854 x (73-104})22;? )
0.08854x | 4x -
\/77
((979>2+e(27(979)2)
Densidade de Probabilidade V2

\/e((3.14159+(2+92)))

Em meédia, os resultados da execugao apresentaram variagoes dependentes da fungdao a ser
descoberta. Em alguns casos, o algoritmo demonstrou desempenho satisfatério com 10 amostras
(Distancia Euclidiana e Lentes Delgadas), enquanto que em outras situagdes obteve melhores re-
sultados com 20 amostras (Massa Relativistica). Houve ainda casos em que 40 amostras (Produto
Interno) resultaram em um desempenho superior. O critério utilizado para determinar a configu-
ragao Otima foi observar os casos em que o algoritmo conseguiu encontrar a funcao que represente
os resultados da literatura.

Um aspecto digno de destaque reside na forma como o algoritmo reage de maneira distinta
em relagao ao namero de varidveis que compoem os problemas, assim como em relagao ao valor
do dominio. Uma curiosidade sobre é, se o algoritmo busca realizar uma espécie de interpolagao
para preencher os pontos fornecidos. No entanto, permanece a necessidade de investigar por que
ele nao utiliza algumas das variaveis fornecidas no problema. Embora o estudo de Sousa et al.
[7] ndo tenha abordado essa questdo em detalhes, pois os resultados ndo foram suficientes para
conclusoes definitivas, é relevante revisitar essa problematica novamente neste trabalho. Quanto
a uma segunda curiosidade, faz-se imprescindivel uma compreensao mais aprofundada sobre como
lidar com esses dados de entrada, sem comprometer os testes.

Entre os testes realizados, foi possivel constatar melhorias significativas em diversas funcgoes,
resultado direto da inclusao de uma etapa de analise dimensional das grandezas fisicas. Ao conduzir
os testes com essa nova abordagem, foi possivel observar melhorias substanciais em diversas fun-
¢oes. A inclusdo da andlise dimensional ndo apenas proporcionou uma avaliagdo mais precisa das
fungoes, mas também permitiu identificar aquelas que nao apenas se ajustavam aos dados disponi-
veis, mas também respeitavam as leis fisicas subjacentes. E notéavel que funcdes como a da Forca
Gravitacional ou do Campo Elétrico apresentaram avangos significativos, produzindo resultados
que nao apenas refletiam os fendémenos observados, mas também eram consistentes com os princi-
pios fisicos estabelecidos. Especificamente, fungoes como a Distancia Euclidiana, Lentes Delgadas
e Produto Interno demonstraram resultados satisfatorios, reproduzindo nao apenas os fenémenos
fisicos de interesse, mas também coincidindo com fungoes encontradas na literatura. Vale ressal-
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tar que o algoritmo de teste adotado nao simplifica os resultados, garantindo uma representagao
precisa dos fenémenos.

Destacamos também o éxito na obtencao de uma funcao adequada para a Densidade de Proba-
bilidade, que nao alcangou resultados satisfatorios no estudo anterior de Sousa et al. [7]. Os testes
realizados resultaram em fungoes que representam adequadamente os fenomenos fisicos estudados,
seguindo a abordagem da navalha de Occam, com algumas fung¢oes excluindo variaveis de entrada,
mas mantendo a consisténcia dimensional na saida.

Quanto a Massa Relativistica, embora sua complexidade seja moderada em comparagdo com
fungbes como a Forca Gravitacional ou o Campo Elétrico, ainda nao atingiu o nivel ideal desejado.
No entanto, houve melhorias promissoras desde o altimo estudo de Sousa et al.[7].

E relevante ressaltar que, apesar dos desafios mencionados, o algoritmo conseguiu produzir
fungodes que obedecem aos resultados da analise dimensional da funcao em questao. Este aspecto
destaca a capacidade do algoritmo em explorar o espago de solugoes e fornecer resultados que,
embora nao atendam plenamente aos critérios de tempo e erro estabelecidos, mantém coeréncia
com as propriedades fundamentais da funcao analisada.

5 Conclusao

Concluimos que trés elementos desempenharam um papel significativo em nossos resultados.
Em primeiro lugar, o erro numérico proveniente de arredondamentos teve um impacto crucial,
especialmente ao lidar com amostras maiores devido & complexidade das operagoes envolvidas.
O contexto fisico, caracterizado por valores extremamente altos ou baixos, também influenciou
substancialmente o desempenho computacional. Estratégias como a normalizacao dos dados podem
ser empregadas para mitigar esses efeitos.

Além disso, observamos a ocorréncia de erros especificos em execucoes com amostras conside-
ravelmente elevadas, destacando-se especialmente na fungao da Forca Gravitacional. Esses erros,
ausentes em amostras menores, demandam investigagoes mais aprofundadas para compreender
suas origens.

Um aspecto relevante a ser destacado é que algumas das fungoes resultantes foram mais sim-
plificadas em relagao as originais, apresentando menos variaveis ou constantes. Isso sugere que
o algoritmo encontrou solugoes equivalentes, aderindo ao principio da navalha de Occam, que
favorece solugoes mais simples sempre que possivel.

Para futuros trabalhos, sugerimos a implementagao de melhorias na mitigagao de erros de
arredondamento, buscando inspiracao em abordagens semelhantes ja empregadas na literatura.
Técnicas avangadas de calibragao, como o método IRACE, podem ser exploradas para aprimorar o
desempenho do algoritmo. Outra dire¢cao promissora seria a expansao do algoritmo para lidar com
uma variedade mais ampla de fungoes, diversificando assim os desafios matematicos enfrentados.
Isso nao apenas ampliaria a aplicabilidade do algoritmo, mas também permitiria uma compreensao
mais abrangente de sua eficicia em diferentes dominios matematicos. Essas sugestoes podem
contribuir para o aprimoramento continuo do algoritmo e sua aplicagao em uma gama mais ampla
de problemas.

Agradecimentos

O presente trabalho foi realizado com apoio da Coordenagao de Aperfeicoamento de Pessoal de
Nivel Superior — Brasil (CAPES) — Codigo de Financiamento 001.

DOI: 10.5540/03.2025.011.01.0507 010507-6 © 2025 SBMAC


http://dx.doi.org/10.5540/03.2025.011.01.0507

Proceeding Series of the Brazilian Society of Computational and Applied Mathematics. v. 11, n. 1, 2025.

Referéncias

1]

2]

3]

4]

[5]

[6]

7]

18]

19]

[10]

E. K. Burke, M. Hyde, G. Kendall, G. Ochoa, E. Ozcan e J. R. Woodward. “A classification
of hyper-heuristic approaches”. Em: Handbook of metaheuristics (2010), pp. 449-468.
DOI: 10.1007/978-1-4419-1665-5_15.

J. F. Gongalves e M. G. C. Resende. “Biased Random-Key Genetic Algorithms for combina-
torial optimization”. Em: Journal of Heuristics 17.5 (2011), pp. 487-525. poIL: 10.1007/
s10732-010-9143-1.

J. F. Gongalves e M. G. C. Resende. “Biased Random-Key Genetic Progamming.” Em:
Interdisciplinary Topics in Applied Mathematics, Modeling and Computational
Science, Springer Proceedings in Mathematics and Statistics. Ed. por R. Marti, P.
Panos e M. G. C. Resende. Springer International Publishing, 2019. Cap. 23, pp. 1-16. DOI:
10.1007/978-3-319-07153-4_25-2.

A. Grings. “Regressao simbdlica via programagao genética: um estudo de caso com modela-
gem geofisica”. Dissertagdo de mestrado. UFU, 2006.

P. V. Guimaraes, A. S. da S. Junior e I. M. Coelho. “Programacido Genética com Chaves
Aleatorias Viciadas em Notagdo Pos-Fixada para o Problema de Regressao Simbolica”. Em:
LIT Simpésio Brasileiro de Pesquisa Operacional (2020). DOIL: 10.59254/sbpo-2020-
122767.

F. P. Sousa. “Modelos de Regressao Simbolica Através de Biased Random-Key Genetic Pro-
gramming em Aplicagdes na Fisica”. Dissertagdo de mestrado. UERJ, 2023.

F. P. Sousa, C. O. de Faria e I. M. Coelho. “Encontrando modelos de regressao simbo-
lica através da metaheuristica BRKGP em aplicagoes na Fisica”. Em: Anais do Encon-
tro Nacional de Modelagem Computacional e Encontro de Ciéncia e Tecnolo-
gia dos Materiais. 2023. URL: https//www . even3. com.br/anais/xxvi-encontro-
nacional -de-modelagem- computacional -xiv-encontro-de-ciencia-e-tecnologia-
dos - materiais - 338941 /705122 - ENCONTRANDO - MODELOS - DE - REGRESSAO - STMBOLICA -
ATRAVES-DA-METAHEURISTICA-BRKGP-EM-APLICACOES-NA-FISICA.

M. J. F. Souza. Inteligéncia Computacional para Otimizacgao. Ouro Preto, 2024. URL:
http://www.decom.ufop.br/prof/marcone/Disciplinas/InteligenciaComputacional/
InteligenciaComputacional.pdf.

S.-M. Udrescu, A. Tan, J. Feng, O. Neto, T. Wu e M. Tegmark. “Al Feynman 2.0: Pareto-
optimal symbolic regression exploiting graph modularity”. Em: Advances in Neural Infor-
mation Processing Systems. Ed. por H. Larochelle, M. Ranzato, R. Hadsell, M.F. Balcan e
H. Lin. Vol. 33. Curran Associates, Inc., 2020, pp. 4860-4871. URL: https://proceedings.
neurips . cc/paper _files/paper/2020/file/33a854e247155d590883b93bcab53848a -
Paper.pdf.

Silviu-Marian Udrescu e M. Tegmark. “Al Feynman: A physics-inspired method for symbolic
regression”. Em: Science Advances 6.16 (2020), eaay2631. DOI: 10.1126/sciadv.aay2631.

DOI: 10.5540/03.2025.011.01.0507 010507-7 © 2025 SBMAC


http://dx.doi.org/10.5540/03.2025.011.01.0507

